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Resumen.

Se brinda un modelo de una ballesta por el MERiymeido el contacto y la friccion. El problema sawerte en no lineal
y se resuelve por el método de Newton-Raphson eonmoblema de optimizacion con restricciones. &= hun analisis
de las condiciones iniciales y de contorno pararalar la solucién en un tiempo razonable, dandoesirategia para
calcular el valor del penalty. Se logra una buemsraespondencia en tre los valores de desplazamieates y tedricos.

Finalmente se hace el analisis modal del modelo.
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1. Introduccion.

La suspensién en un vehiculo automotor es unoge lo
sistemas mas importantes. Del correcto comportdmien
de la suspension dependen seguridad y confortp tant
para las personas, como también para lo que se
transporta. Las cargas que se producen durante la
marcha por la interaccién vehiculo-camino, pasan al
bastidor y carroceria a través de la suspensidgyny
modificadas por las caracteristicas dinamicas de la
misma.

El disefio correcto de las suspensiones es un aspect
al que los fabricantes dedican gran atencion. &gfdi
comienza por la seleccién del tipo de suspension a
emplear y contina con la eleccion del modelo
matematico de la misma. De forma general es
imprescindible una etapa paralela de experimeniaied
diferentes variantes de suspension para llegar a la
solucién mas adecuada.

Las suspensiones a partir de muelles de ballesta so
usadas desde el inicio mismo de la industria autiemo
por sus caracteristicas de costo, durabilidad,| faci
mantenimiento, etc. Sin embargo los métodos dellcélc
mas conocidos son simplificados. Los modelos
empleados también adolecen de ausencias, incluso
algunos que usan elementos finitos o técnicas aies!

Se puede decir entonces que:

= En general, no se tiene en cuenta la friccion entre
hojas ni el comportamiento no lineal de la ballesta

= Los modelos por elementos finitos son la via mas
adecuada en estos momentos para la solucién desamba
ausencias.

= Los modelos por elementos finitos deben incluir el
problema del contacto y la friccion.

2. Los muelles de ballestas.

Los muelles de ballestas son articulos mecénicos
usados de forma industrial en aplicaciones diversas
desde hace méas de un siglo, su objetivo principal e
permitir el vinculo elastico entre dos elementos. S
necesidad es evidente en los diferentes tipos de
vehiculos usados por el hombre a través de loptiem

Los romanos usaban vigas de madera de cierta
flexibilidad en un confortable vehiculo Illamado
“Pilentum”, usado por las mujeres de alta sociegad
llevado por esclavos. Nunca obtuvieron un vehicuie
tuviera la posibilidad e desplazarse a buena \adoicy
con control, razén por la cual sus legiones eran de
soldados a pie. Las “quadrigas” usadas en las sudgla
Coliseum eran sin duda rapidas, pero sin suspensién
eran también muy poco seguras y solo servian para
carreras.

El deseo de incrementar la velocidad de traslacion
llevé al hombre a emplear caballos u otros animales
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pero al mismo tiempo revel6 la interaccibn camino-
vehiculo. Fue necesario tener en cuenta la seglyiéa
confort. En 1804, en Inglaterra, Obadiah Elliotanté

el primer muelle de ballesta, compuesto por doashoj
con un perno central; colocado de forma transvessal
un carruaje Barouche, uno en cada eje. Se credbaas
de las primeras condiciones para el invento del
automovil [20].)
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Barouche, versién posterior a 1804.

En 1908 Henry Ford emple6é acero al vanadio para
muelles de ballesta, colocados de la misma forma, u
en cada eje, logrando un significativo ahorro dsopsn
pérdida de resistencia.

Soluciones similares se mantuvieron hasta 1934,
cuando General Motors, Hudson y Chrysler introducen
el muelle helicoidal en el eje delantero. Es saspdiés
de la Il Guerra Mundial que esta solucion se gdizera
gquedando el muelle de ballesta para el eje trasero,
vehiculos de carga o autos de gran porte.

La suspensién por aire, que incrementa su rigidez c
la deformacién, fue introducida por primera veZ16AQ9
por Cowey Motors en Inglaterra, pero no fue durader
La primera efectiva fue fabricada por Firestond @83,

a su vez resulté muy cara. Solo en 1984 Lincoln la
emplea en varios modelos. Se usan actualmente en
vehiculos de carga. Una variante muy satisfactiaria
emplea Citréen desde los afios 60 con una suspensién
hidroneumatica, a base de aceite y aire [19]

Las barras de torsiéon se proponen por la Leyland en
1921, y son usadas ampliamente por Porshe en
Alemania en casi todos sus modelos, comenzandel por
VW en el prototipo de 1933. En E. U. sélo la Cheysh
uso en grandes modelos.

Otra esfera en la que los muelles de ballesta se
emplean ampliamente es en la industria de prétesis
externas, de miembros inferiores fundamentalmehte.
pesar del surgimiento de nuevos materiales, lag$8d
de pie a base de muelles de ballesta siguen siendo
usadas por su gran durabilidad y relativo bajoacfiEs,

17].

El disefio de los muelles de ballesta se hace

generalmente a partir de modelos simplificados, rque
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tienen en cuenta la friccibn entre las hojas, [5].
Normalmente se calculan o comprueban los esfuerzos
méaximos en las hojas y la deformacién méxima del
conjunto para la carga maxima. El no considerar la
interaccién entre hojas del muelle hace que se aht
muelle de ballesta como un resorte lineal, cordegi
constante. En realidad, su comportamiento es eallin

la rigidez es variable, dependiente de la deforémadtn
muchos andlisis dinamicos de las suspensiones se
incluye la rigidez del muelle también como una
constante, y no se incluye el amortiguamiento dehbid

la ballesta. La ausencia de modelos de célculo de
ingenieria que reflejen estas caracteristicas hpee
frecuentemente se recurra a la experimentacion para
determinar las caracteristicas dindmicas de las
suspensiones.

Un modelo tedrico que puede llenar el vacio en este
tema puede ser el propuesto en [13], aunque este no
incluye la friccién, permite determinar ademés dg |
pardmetros usuales, las presiones entre laminas vy |
holgura entre las mismas bajo carga.

La obtencion de una formulacion tedrica para
determinar la forma de varias laminas colocadas una
sobre otra bajo carga, sin considerar la friccise,
propone en [3]. Un estudio comparativo de un muasle
ballestas de acero y otro de composites se hafE8gn
para uso automotriz. En el mismo se dan los reingdta
de un modelo por FEM de una ballesta de 4 laminas a
carga estatica. Estos se comparan con resultadoslais
el procedimiento de SAE HS 788 y otros
experimentales, mostrando buena concordancia. Una
propuesta de muelle de ballesta a base de compesite
especifico GFRP se brinda en [l]para un vehiculo
ligero. Las causas de fallo de los muelles de ftalsede
acero se estudian en [12]. El fallo prematuro mas
frecuente es atribuible a la fatiga. El autor destka
importancia del proceso de endurecimiento en lo
referido a la reduccién de las grietas superfisigla la
correcta eleccién del espesor de las laminas.

El caracter no lineal de los muelles de ballestaose
de manifiesto en las simulaciones de la dinamica de
vehiculos, sobre todo en casos de vehiculos de gran
porte o articulados. En [15] se discuten variasnés
de modelar una suspension por ballestas y por Rire.
el caso de la suspensién por ballestas se sefialésta
tiene el mayor caracter no lineal dentro de
suspensiones automotrices, esto se manifiestasatae
en un error del 45%, empleando el método UMTRI.[21]

La no-linealidad de las suspensiones y su implicaci
en la modelaciéon se sefiala también en [7]. Se ls6 e
paquete ADAMS sustituyendo las ballestas por otros
elementos. Los datos de rigidez y fuerza de fritcio
contra carga empleados confirman lo anterior, asirai
el autor resalta la dificultad de modelar corre@ata la
no-linealidad. En [22], segun los datos de deforGrac
contra carga sobre la suspensién, se observa eona |

las
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linealidad disminuye con la carga sobre la suspansi
tal como se plantea en [9].

La modelacion de muelles de ballestas considerando
el fenbmeno del contacto entre laminas y la frigcid
sigue siendo un problema actual. El estudio delgde
no-linealidad y su influencia en la dinamica de las
suspensiones dependen en gran medida en estos
momentos de la obtencion de datos experimentales, a
falta de modelos mas representativos.

El tratamiento del problema del contacto por FEM ha
recibido especial atencién por los investigadoresos
Ultimos afios. Desde los trabajos de Signorini ef2&8
y 1959, mucho se ha avanzado en la formulacién. Un
acertado resumen se hace en [11], se discuten los
enfoques a partir de ecuaciones variacionales o
inecuaciones variacionales; y se discuten los noétod
del penalti y de Lagrange aumentado. En general es
necesario usar un método numérico para resolver el
problema no-lineal, y es también necesario selaacio
adecuadamente un conjunto de factores para asdgurar
convergencia, y en un tiempo razonable, evitandoeu
problema sea “ill-conditioned”. El valor del peryatts
de gran importancia, en [15] se propone una egieate
para lograr la convergencia y un resultado corrdcio
estructuracion del modelo en lo que respecta a
discretizacion, valores de rigidez, ajuste de halgu
etc., se recomienda en [13]. La simulacion deitzifin
de Coulomb se hace normalmente por una aproximacion
que considera diferencias entre friccion estatica y
dinamica sin variar el coeficiente de friccion,atp de
los esfuerzos tangenciales [9, 11].

Es importante sefialar que hay problemas de contacto
resueltos a partir de modelos por elementos firgos
los cuales no interesan los esfuerzos de contaotaq
en el problema de Hertz) sino que se requiere arelc
comportamiento en otra zona fuera del contacto. Un
ejemplos son los engranajes, en los que junto a los
esfuerzos de contacto se necesitan los esfuerzos de
flexion en la base del diente [9, 16]. La confimlaitl del
resultado del modelo de contacto, usando el peeslty
analizada en [3]. Se definen dos tipos de error;
energético y de desplazamiento.

Un modelo apropiado debe incluir el fenémeno del
contacto, y la friccién, discutir el andlisis degpefias o
grandes deformaciones, permitir una solucién en un
tiempo de calculo razonable y no ser “mal
condicionado”.

3. El fendmeno del contacto.

Los fendbmenos relacionados con el contacto y la
friccion, no han sido siempre tenidos en cuentdosn
diseflos convencionales de ingenieria. Las prinegpal
complejidades desde el punto de vista tedrico estan
[11]:
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= No-linealidad propia del problema, dada

fundamentalmente por la incertidumbre en la

determinacion de las superficies que se ponen en
contacto y las condiciones de contorno durantaigac

= Las leyes de friccion son discontinuas y
multivaluadas, no estudiadas aun suficientemewtdop
tanto requieren de un riguroso planteamiento
matematico.

= Hay no-linealidades propias de orden geométrico
y/o material, y en algunos casos factores dindmicos

El contacto entre sélidos deformables fue planteado
por primera vez por Hertz en 1881-1882, que deteymi
tensiones y deformaciones en la zona del conté&dto.
contacto unilateral (s6lido deformable contra sfigier
rigida, por lo tanto, sin penetracién) fue estudiadr
Signorini  entre  1933-1959. Otros autores
desarrollado las formulaciones para incluir el @istule
la friccion.

El considerar la fricciébn junto con el contactoetra
aparejado un grupo de dificultades adicionalefudaza
de friccion depende de las fuerzas normales deactmt
y el caracter de la friccion de Coulomb es discardiy
multivariado. Kikuchi y Oden (1988), empleando el
método de inecuaciones variacionales resolvieron el
problema aplicando la carga externa gradualmente,
introduciendo un penalty para la fuerza de contgcto
regularizando la fuerza de fricciobn (aproximanda un
funcion no diferenciable a una diferenciable). Una
solucién paso a paso permitié lograr la convergenci
que depende fuertemente de la seleccion del vakali
de penalty.

La solucién a partir de ecuaciones variacionales, s
basa en el principio del trabajo virtual. En estas
formulaciones se parte de que se conoce la suigedfc
contacto. Las fuerzas de contacto y los desplazdosie
son desconocidas, las fuerzas externas son agicada
gradualmente y se resuelve paso a paso un problema
tipico de optimizacién con restricciones. El métat#o
Newton-Raphson combinado con el uso de un penalty
para imponer las condiciones de contacto, o con el
método de Lagrange modificado, es usado para abtene
la soluciobn numérica del sistema de ecuaciones no-
lineales. También se regulariza la ley de la fdocde
Coulomb. Este método es el implementado en los
cédigos comerciales de elementos finitos.

Para alcanzar un resultado correcto en un probtima
contacto es necesaria la estimacién adecuada deann
numero de factores, entre ellos:
= La rigidez, normal y tangencial, de la zona de
contacto.
= La naturaleza del contacto, una vez estableciao (si
deslizamiento o con deslizamiento).
= El estado inicial (distancia entre superficies)apar
comenzar a aplicar la carga.

han
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= Valor del paso de carga y de los intervalos de

La estimacion de los valores numéricos de la mayori
de estos factores se dice que es “dependiente del
problema” especifico que se esté resolviendo. Aarpes
de las recomendaciones, casi siempre es imprelkEndi
un proceso previo de prueba y error hasta llegasa
valores adecuados; la seleccion inadecuada cormluce
tiempos extremadamente largos de calculo parariteyra
convergencia (si es que se logra), a no lograr la
convergencia o a llegar a una solucion, pero de un
problema mal condicionado.

De las figuras 1 y 2, tomadas de [11] se tieneaue
principio del trabajo virtual, formulado segin Simo
Laursen (1992) se plantea como se observa en la
ecuacion (1).

Donde:

tin y tif son las componentes normal y tangencial de

la fuerza de contacto en la actual superfE'L%, que es
la parte de 2 que se pone en contacto conTil,
representa las fuerzas superficiales aplicadeEsenh

los

son las fuerzas volumétricasUiy &;son

: . . k
desplazamientos y deformaciones wrtualErc,, son las
cargas concentradas que actlan en los pintos

Contactor

i x2

Contactor

capibn.
La solucidon del problema del contacto incluyendo la
friccion se reduce a encontrar un campo de

desplazamientod; y fuerzas de contactdin y tif

tales que las condiciones de contorno, incluyerado |
condiciones de contacto y fricciébn sean satisfecbas
sea,

9,<0, t"20, t"g,=0 @
Donde:
0,=-d,<0, (contacto unilateral)

En [2] le primera expresion establece que un cuerpo
no puede penetrar en el otro, la segunda que ambos
cuerpo se empujan mutuamente. La condicion
complementaria dice que los cuerpos estan o seymrad

(t"=0, g,<0); o en contacto;(t" >0, g,=0).
De esta forma de establece la no-penetracion y la

existencia de una fuerza de compresiéon mutua. Asleméa
para la friccion:

‘tf <" =u, =0

"[ f ‘=,Utn =Uu >0 [4] hay deslizamiento

no deslizamiento

(3]

Fig. 2 Configuracion después del contacto
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[0;06;dQ = [RAudQ + [TdudS+ [ t"dudS+ [t dydS+ Y R o
Q Q

Mg rc2

Para llegar a la solucién se aplican las cargasmeds
paulatinamente. Las condiciones de contacto (las
fuerzas) se imponen en forma de penalty, o sentrata
como variables adicionales desconocidas en el métod
de Lagrange.

La solucion por elementos finitos es implementada a
partir de la expresiéon de la energia potencial. @ea
cuerpo elastico de volumeQ sometido a pequefias
deformacionesy;. Segun Q):

1
M =§Iﬁijk|5k|dQ‘IUith_ JuTids->yR" ]
0 0 s k

Que en forma matricial se plantea como:

MU)=%U'KU-UF [6]

dondeU es el vector global de desplazamientosgs
la matriz global de rigidez ¥ es el vector global de
fuerzas.

Para un problema de contacto, la solucién se abtien
cuando el sistema estd en equilibrio. El sistema se
encontrara en equilibrio estable si la energiarma es
minima, a la vez que se satisface que:

d,=0
lo que convierte lo anterior en un problema de
optimizacidn con restricciones, donde la expresiéra

energia potencial es la funcién objetivo. O sea duagy
resolver:

minM(u) para d,(u)=0 [71
u

implementando la solucién por el método de
Lagrange la ecuacion [6] se escribe como [4]:

L%kuz— fu+ f (g, +) 8]

donde fn es el multiplicador de Lagrange Szes

una variable para satisfacer las restricciones.i Afw

se interpreta como la fuerza requerida para imptmner
restriccion, o sea la fuerza de contacto es unadude
compresion entre los cuerpos en contacto.

Usando el método del penalty, se introduce una
funcién penalty en la forma:

1
ﬂp =§r(9n)f [9]

donder es el parametro penalti g.J. = max {0,g.}.
La funciéon objetivo ahora se incrementa con la ifumc
penalti y queda como:

r2 k

1 1
MN,=N+m =§ku2— fu+§r(gn)f

o (10]

se puede demostrar que cuande /7, la solucion de
[10] es la solucién del problema original y de [8] .l
multiplicador de Lagrange se da como:

f n I’gn

La solucion numérica consiste en establecey
minimizar M, después incrementary minimizar I,
otra vez. Se continlia hasta que ocurran muy peguefio
cambios enll,. El valor del penaltyr se puede
interpretar como la rigidez de un resorte artificia
introducido entre los cuerpos en contacto.

Ambos métodos estan implementados en varios
cédigos comerciales como ANSYS, en dependencia del
tipo de elemento de contacto empleado en la
modelacion.

Es necesario dejar claro que un problema de cantact
no siempre es de las caracteristicas del problesna d
Hertz, basta conque se emplee un modelo en que haya
dos 0 mas cuerpos en contacto, cualquiera quewsea s
forma, para que tengan que tener en cuenta lostaspe
planteados arriba.

4. Tratamiento por MEF.

Existen varios c6digos comerciales que incluyen la
posibilidad de modelar problemas de contacto entre
soélidos. Uno de ellos es el ANSYS, que es el usado
este trabajo en su versién 5.7.

Para construir un modelo que incluya el contacto,
primero se modelan los sélidos, tal como se haca pa
cualquier otro analisis. Es importante sefialar dgleen
quedar definidas las lineas o superficies (siatafa en
3D) en que ocurrira el contacto para cada cuerpo; e
decir puede haber superficies o lineas comunes, per
estadienen que estar definidas para cada cuerpo por
separado En cuando a la malla, en la medida en que
sea mas fina, podra reflejar mejor el proceso de
contacto, pero también impondrd mayores tiempos de
coOmputo. Las reglas normales para otros tipos de
analisis se siguen también.

Los elementos de contacto se colocan en las limeas
superficies candidatas una vez que hallan sido
malleadas. Una de ellas sera “target”, la otra sera
“contact”. Para esto se emplea un “wizard” que [iterm
seleccionar gran cantidad de propiedades de los
elementos. Se puede trabajar con contacto simédrico
asimétrico; en el primero ambas superficies o Hnea
pueden ser “contact” o “target”, en el segundoefind
el caracter de cada una. Las superficies “targebed
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ser las planas, céncavas, o las de mayor radio de
curvatura.

Se debe tener un gran cuidado al colocar los
elementos de contacto. Es frecuente, dada la
coincidencia de las lineas o superficies, conflesliy
mezclar elementos “contact” con elementos “target”
la misma superficie o linea, lo cual trae después
consecuencias como movimiento de los sélidos, gérdi
del contacto entre cuerpos, etc. Para evitar este &
deben visualizar los elementos de contacto usaado |
opcion ‘“view pair”, para precisar por separado la
colocaciénde los “contact” y los “target”. Ademas es
importante también la_posiciéde los elementos de
contacto en la linea o superficie; cada elemeroeti
definida una_normabjue debe estar dirigida hacia el
elemento complementario, de no ser asi, en el mismo
“view pair” se puede resolver el error.

Los elementos de contacto, como otros tipos de
elementos en ANSYS tienen opciones y “real
constants”. Una ventana de opciones tipica es la
mostrada en la Fig. 3. de todas las opciones es
importante definir las siguientes:

K2- algoritmo de contacto; penalty o Lagrange, m so
penalty.

K5- ajuste del contacto inicial: define condicidricial
moviendo las superficies, se define conjuntameante ¢
ICONT , K9y K12.

K12- define el tipo de contacto, si se mantiengpdés
de establecerse, caracter de las superficies, baha
deslizamiento, etc. De su valor se define FKOP.

El resto de las opciones se pueden dejar en “défaul
para la mayoria de los casos.
La ventana de “real constants”’se muestra en la4ig.
De todas las mostradas las mas importantes son las
siguientes:

FKN- rigidez en la direccion normal de los elemsrie
contacto.

FTOL- penetracion tolerable.
ICONT- distancia de contacto inicial.

FKOP- rigidez normal del elemento de contacto al
separarse las superficies.

FKT- rigidez en la direccion tangencial del elenoedié
contacto. Se determina combBKN.

J. Rodriguez Matienzo, L. Otero Pereiro.

TAUMAX- esfuerzo maximo de friccion, se define
aproximadamente comg, / J3.

COHE- tension de cohesion, se define para impédir e
deslizamiento, incluso si la presion de contactouds.

Notese que varias de las constantes tienen un
asterisco. En esos casos si se da un valor posigvo
calcula la constante en funcion de la rigidez dedpa
de elementos estructurales donde se colocaron los
elementos de contacto. Si se da un valor negatvo s
consideran los valores absolutos de las constantes,
independientemente de las caracteristicas de k& dap
elementos estructurales. La primera via se emplea
cuando se desconocen los posibles valores, la dagun
es la mas recomendable, aunque requiere de uriestud
inicial del problema.

FTOL es necesario definirla, aunque parezca una
incongruencia con lo planteado en las restricciates
problema de contacto sobre la no-penetracion.

: Real Constant Set Number 13, for CONTA172 ﬂ

le+020

ok | cancel

Fig. 4 ventana de “real constants”para un elemeato
contacto.
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i CONTA172 element type options

4

—

X/UY

Penal & Lagrange v

Gauss point

Close gap

No predictions

Exclude

I]| I]| Iil |!| Iil |‘| I]| I]| Iil |‘|

No separation

Fig. 3. Ventana de opciones de un elemento de cionta

Lo que sucede es que al discretizar los sélidas, lo
contornos pierden su forma real; cuando se esgblec
entonces las condiciones iniciales (K5, ICONT, por
ejemplo) ocurre que partes de los limites de |disia®
se superponen, ocurriendo una penetracién geowmétric
Mas detalles se pueden ver en la “ayuda” de cada
elemento de contacto. ICONT es la distancia inicial
entre superficies; si no se define ANSYS da unralo
inicial pequefio. Si se establece en K5 cerrar lguna
entre solidos, o sea iniciar el algoritmo con untaoto
inicial, se debe dar un valor suficientemente bajo
ICONT (1e -20 por ejemplo); nunca el valor 0, este
interpreta por ANSYS como omisién y entonces asigna
el valor inicial del que se hablé arriba.

FKOP multiplicado por FKN es la rigidez del
elemento de contacto cuando después de haberdmurri
el contacto, las superficies tienden a separatseadr
depende de como se halla establecido K12. Incluso
cuando se establece K12 como “no-separacion”
(después de haber contacto) puede ocurrir que €N s
insuficiente para evitarla. En esos casos es [réaisar
un valor adecuado de FKOP.

Finalmente FKN es uno de los valores mas
importantes a establecer. FKN es fundamental para
lograr la soluciébn numérica del problema de cootact
En los casos de contacto volumétrico su valor es
normalmente elevado (buckling, etc.), en los cad®s

problemas dominados por la flexiéon su valor es meno
FKN se puede estimar en estos Ultimos casos como la
rigidez equivalente a la flexion de todo el sistetyggo

la carga externa que este aplicada, sea esta d¢rauaen
distribuida o una combinacion. Para estimar survedo
puede hacer uso de las formulas convencionales de |
Resistencia de Materiales o de modelos por elersento
finitos mas simples, sin incluir el contacto.

FKT se obtiene una vez definida FKN a partir del
coeficiente de friccion. De su valor depende |asitam
debida a la friccibn. TAUMAX define el valor a part
del cual ocurre el deslizamiento. Si la tensionidkela
la friccibn alcanza TAUMAX ocurre el deslizamiento.
El valor de COHE se debe establecer por debajo de
TAUMAX, el gréfico siguiente ilustra como se
relacionan. TAUMAX implicito es 1e20, este valor se
usa en casos de deformacion etc., para COHE et valo
implicito es nulo.

It

TAUMAK

COHE

p

Fig. 5 Relacién entre TAUMAX, COHE .
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Con el objetivo de estudiar el problema del comtact
se trabajo primero con un modelo de dos laminassec
de seccidn transversal constante en contacto eaclastr
en un extremo, simulando un muelle de ballestaade d
hojas. Este modelo se analiza por expresiones ddale
de la Elasticidad en [13], y puede servir como
“benchmark”.

Las hojas tienen 300 x 15 x 50 mm, de acero ABNT
5160, coru = 0,3 yo,= 1010 MPa., coef. de Poisson
= 0,3. Se modelan los sélidos con PLANE 42, enl tota
2450 elementos, y CONTACT 172 como elemento de
contacto

Se aplic6 una carga distribuida de 10 N/mm, en la
lamina superior, dirigida hacia la otra lamina, eas
como presion. La solucion se obtuvo en 80 iteraspn
la carga se aplico en un tiempo de 0.01, llegand@ a
sub steps, se trabajo con pequefios desplazami&#os.
tomaron como criterios de convergencia la fuerz y
desplazamiento con una tolerancia de 0.005 %. El
resultado es de UY = 1.852 mm en el extremo mas
alejado del empotramiento. Obsérvense los gréfileos
deformacién, holgura entre laminas y presién entre
laminas en la Fig. 8.

Fig. 6. Modelo de dos hojas
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|_mﬁ

Fig. 8, deformacion, holgura y presién entre lamina

El valor de 0.01 de tiempo de aplicaciéon no tiene
significado dinamico, solo sirve como variable para
controlar la aplicacion gradual de la carga.

Los valores de FKN, FKT, etc. se estimaron a partir
de aplicar la misma carga a una sola lamina. SEgtjn
el desplazamiento en el extremo, para una lamieevi
dado por:

a,qol7

Uy =101 [11]

8
el resultado seria 3.58 mm. Si se divide el vabbalt
de la carga entre este desplazamiento se obtendria

equivalente a la rigidez de la lamina y si se diahtre
dos (dos laminas iguales) se tendria el equivalente
rigidez del sistema. Este Ultimo valor es 418 N/ges

el usado como FKN y para hallar el resto de los
parametros necesarios.

Los resultados considerando las dos laminas seguln
(13) serian:

ai,_ a e
Uy 8{1 G(ai+ag)(a[3_a][az 40+6] /ﬂ

ﬂ:{o 0<a<2—2)
(@-2+ 27 1-0)B+6/2-G+4(2d] (@~/2<a<)
[12]

Donde:
&, , a,elasticidad de las laminas 1y 2

do carga distribuida

| longitud de la lamina 1
1
a relacion entre longitudes de [aminas 1y 2

Para el modelo se tiene que ambas laminas son
iguales, por lo que? es 1 yﬂ es nulo. El término

entre corchetes en [12] es 0.5. Si se comparalddrsg
vera que para una viga empotrada bajo carga digteb
la deformacion en el extremo es idéntica al término
fuera de los corchetes. O sea al colocar una viga
adicional, el desplazamiento se reduce a la mitad.

El resultado segln estas expresiones es de 1.791 mm
0 sea hay un error del 3% respecto al resultado por
elementos finitos.

5. Modelo del muelle de ballesta.

La ballesta consta de 11 laminas de 3/8 pulg. por 9
mm de ancho y diferentes longitudes (ver tablaEl).
material es acero ABNT 5160, con los limites:

oy, =1010 MPaog =1200 MPa HB= 350E=2.le 5
MPa v=0.3
No. de laminas

Longitud, mm
1060
770
660
600
510
440
380
320
220

RRrRRPrRRPRklw

La ballesta soporta una carga de 40 kN con una
deformacién de 100 mm. La estimacion de FKN se
realiza a partir de estos valores. La rigidez dskma
seria de 400 N/mm, que multiplicado por 1/11 daa@om
resultado FKN= 36 N/mm. Este valor serd tomado para
cada uno de los set correspondiente a elementos de
contacto. En realidad, esta es una aproximaciosegao
se podia repartir mas uniformemente la rigidezl tota
teniendo en cuenta el largo desigual de las lamimas
sea, dando una FKN mayor al par de contacto easre |
dos hojas menores y una menor al formado por Igsho
principales. No obstante, se tiene en cuenta que
interesan los valores iniciales, el propio proceeirto
de célculo numérico ira buscando el resultado mas
correcto a partir de esta informacion.

En la modelacion de un muelle de ballesta se decidi
trabajar en 2D, usando para el cuerpo de las tajas
PLANE 42. Se us6é en estado tensional plano con
espesor (plane stress with thickness) para cormsidér
ancho de las hojas. La malla tiene elementos den5 m
de largo.

Como elementos de contacto se emplean también
CONTACT 172. En total el modelo tiene 5970
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elementos, de los cuales 3264 corresponden a los esencial, de no colocar esta restriccion la magidez

soélidos y 2706 son de contacto. del sistema se hace rapidamente singular, probhenya
El resto de los parametros de los pares de consacto frecuente en modelos de contacto. De aqui la
puede ver en la Fig. 9. importancia de definir correctamente todas las

x| restricciones al movimiento del modelo: a mas

restricciones, mas rapida convergencia.

La carga se aplica en 0.01, se consideran grandes
desplazamientos, tolerancias de 0.5 % en fuerzas y
desplazamientos. La solucion se obtiene en 63
iteraciones y 15 sub steps. Los principales redodise
observan en las figuras de la 10 a la 15. El
desplazamiento maximo es de 102 mm, un error éel 2
respecto a lo dado por el fabricante. El esfueragimmo
equivalente segin Von Misses es de 865 MPa en el
nodo 194.

Fig.10, modelo de la ballesta.

ok | cancel

Fig. 9 ventana de real constant de un par de dontac

e -
Para todos los pares se usan estos valores, excepto  -ioz.s: ~78.751 -56.955 -34.16 -11.354
. , -91.148 -65.353 -45, 557 -22.762 . 033456
para el formado por la hoja méas corta con el seport
que tiene FKOP = 1000 para evitar la separaciorelEn Fig.11, ballesta deformada a 40 kN, ki~ 102 mm

centro de la ballesta existe un tornillo que maatiéa
posicion de todas las laminas, este se modelarthcie
que los nodos comunes entre hojas en la linea de
simetria vertical tengan igual UX y UY. Este detadls

054321 135.5991 9
611.767

Fig. 12,0y , los mayores valores estan en la lamina mayor.
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-521.345 -275.673 -30.002

—-398. 509

-152.838 92.834

25

215.67 461,341

338,505 554.177

Fig. 13,0, mayores en hoja superior.

Fig- 1410_friccién

-3.181 2.508 5.197
-.336lel St 515

1l.042

13.886

19.576
22.42

15.731

Fig. 14, presion entre laminas

Los resultados muestran una buena correspondencia
entre el desplazamiento dado por el fabricante y el
obtenido. Los esfuerzos maximos segun Von-Misses se
obtienen en las caras de la lamina superior y®ndeas
de la laminas superior, llegando a 826 MPa.

Fig. 15, posicion de los elementos mas cargados

Los esfuerzos fundamentales se deben a la flegion,
ambos casoso, es muy superior al resto de los
esfuerzos. El estado tensional se puede caracteriza
como casi lineal, pues los esfuerzos principalescssi
nulos except@;.

Al comparar estos esfuerzos caw][ llegan a cerca
del 81 %, valor algo elevado. Seria recomendable el
empleo de una malla mas fina en estas zonas y la
modelacién mas precisa del apoyo para confirmar est
resultado. De acuerdo a estos resultados, a csid@fica
el coef. de seguridad sera de 1.22. En [6] se riecuta
como minimo 1.3 por lo que este resultado darigrden
de lo establecido.

Vale sefialar que cuando se empleen mallas de
diferentes grados para los solidos, los elementws d
contacto que se colocan sobre estos también tienen
diferentes tamafios. En este caso hay que teneromuch
cuidado al definir propiedades y “real constanteplas
que se definan en relaciébn con caracteristicasose |
elementos subyacentes se regiran por los mayores
valores de estos elementos. En estos casos conviene
definirlo todo en valor absoluto, para no teneradud

Finalmente el comportamiento de la carga contra la
deformacién tiene la forma siguiente, fig. 16

Puede verse como la variacion de la carga contra la
deformacién (rojo) es no-lineal y ademas como este
comportamiento disminuye con la elevacion de lga&ar
y por lo tanto del desplazamiento.

La rigidez del muelle de ballesta, calculada como
FUERZA /| DESPLAZAMIENTO se mueve en un rango
estrecho, de aproximadamente el 2 %.
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6. Breve analisis dinamico.

La influencia de las caracteristicas de la ballestéa
dindmica de la suspension es evidente. Al modelar |
dinamica de un vehiculo que interactia con el camin
las cargas que llegan a la estructura son filtradas
amplificadas y transformadas por la suspensién. El
caracter no-lineal del muelle de ballestas constituina
dificultad adicional a las propias de este tipadaélisis.

El amortiguamiento de la ballesta es del tipo de
friccion o de Coulomb, no depende de la velocidad n

del desplazamiento, es un valor que depende de la
posicion y cuya variacion con la posicion es nedin
En [22] se dan abundantes valores de la fuerza de
friccion segun la carga sobre la suspension, cegan
la deformacién. También queda clara la variaciéon no
lineal de la fuerza de friccion.

Se realizé primero un andlisis modal del muelle de
ballesta, dando como frecuencias naturales las
siguientes:

FUERZA FUERZA Y RIGIDEZ vs DESPLAZAMIENTO RIGIDEZ
45000 402
40000 + 4 400
35000 + |
30000 + | I
25000 4
20000 4 T3
15000 4 T 392
10000 4 T 3%

5000 4 4 388
0 386
N L T T
DESP.

Fig. 16 Carga y rigidez contra deformacion.

Modo vibracion

1.1292

2.3880

5.6915

6.6373

9.8283

frec. con p=0.30

frec.conp=0 dif. %
0.992 12 %
1.3518 43 %
4.023 29 %
5.385 18 %
7.631 22 %
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Como se observa al incluir la friccion de Coulomb e
el modelo, las frecuencias naturales aumentan como
promedio un 25 %.

Esto se debe al aumento de la rigidez del modelo, e
su sentido mas amplio. Es decir, al consideratdaifn
entre las ldminas existe un incremento en la sgifd a
las deformaciones, ya estas no dependen solameide d
elasticidad del material del sistema.

La funcién respuesta de frecuencias FRF, cuando el
muelle de ballesta es excitado por fuerzas vaisable
sus extremos, da una representacion de cualesake es
modos son excitados. Se aplicé la fuerza de 20rkN e
cada extremo, con frecuencia variable entre 0 120
ambas en fase. Se obtuvo la FRF en los mismos punto
de aplicacion de la fuerza y en los nodos que estan
debajo de estos en las otras dos hojas principales.

1.08+04
1.08+03
1.08+02
1.08t01
1.08+00

1.op-01

1.op-02

1.0mt04

L.0E+03

108402

1.08+01

108400

1.08-01

1.08-02

1.08404

1.08403

1.08402

1.08401

1.08400

1.08-01

1.08-02

1.08-03

T T T T T T 1
4 = 12 16 z0 24

2 € 10 14 18 22 25
FREQ

c)
Fig. 17. Funcion respuesta de frecuencias.
En Fig. 17 (a) y (b) se tiene la FRF de los extr@mo
derecho e izquierdo del muelle de ballesta, en esja
la FRF de los nodos de aplicacién de la cargaRha @e

los otros dos nodos en cada caso coinciden. Paya es
nodos se excitan la primera, tercera y sexta (cloiohe

en este trabajo) frecuencias naturales. Notese pamzo
los nodos de las hojas debajo de la superior, imay u
resonancia directamente en la primera antiresoaatei
la hoja superior.

En Fig. 17 (c) se tiene la FRF del nodo derechtade
hoja superior, donde se aplica la carga y los ndédss
extremos de las hojas por debajo de las principddes
ese mismo lado. Para estos nodos (o laminas) garexc
las segunda y quinta frecuencias naturales y alguea
otra adicional.

Al repetir las FRF sin considerar la fricciébn se
obtienen resultados muy semejantes, solo que para |
frecuencias naturales calculadas sin considerar la
friccion, Fig. 18. Notese como también los nododade
hojas més cortas se mueven en frecuencias naturales
distintas a las de la hoja superior.

1.0B+04
1.0B+03
1.0B+02
1.0B+01
L1
1.0B+00

1.0E-01

1.08-02

1.08-03

FREQ

Fig. 18, FRF sin considerar la friccion.

Los valores de frecuencias naturales obtenidos esta
en el rango citado en la literatura. En [15] sa qiie la
frecuencia natural mas baja que puede excitar la
suspension de un vehiculo pesado esta alrededbbde
Hz.

En [6] se hace referencia a que para una suspension
frecuencias naturales por debajo de 1 Hz puedesacau
mareo a pasajeros, y por encima de 2.5 Hz pueden
causar sensacion de marcha muy incomoda. La mayoria
de las suspensiones tiene su primera frecuencigahat
entre1.5y 2Hz.

Atendiendo a lo anterior, se considera entoncestue
resultado de 1.12 Hz para la primera frecuenciarakt
esta dentro de lo establecido para este tipo de
suspensiones. De todas formas seria adecuado un
célculo mas riguroso de esta frecuencia teniendo en
cuenta la rigidez del neumético y las masas.

7. Conclusiones.

Se realizé6 un estudio del problema del contacto
aplicado a los muelles de ballesta, que permitiérady
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los parametros que mas influyen en la modelacidn po
elementos finitos. Fue obtenido un modelo de mutdle
ballesta automotriz de 11 laminas, que se correlpon
en sus resultados con los datos dados por el éaibeig/

la informacibn que aparece en la literatura. Se
obtuvieron los esfuerzos méaximos a carga estdtsa,
frecuencias naturales y modos de vibracion del
conjunto, todo esto considerando la friccién. Del
analisis dindmico se vio que la friccibn entre laasi
influye en las frecuencias naturales.
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Abstract: A finite element model of a real laminated sprimgler bending should include the phenomena of coatat friction
between leaves, in order to obtain values of desptants, stresses, gap, etc. close to reality.i@irsy contact and friction leads
to a non-linear problem, which must be solved usingierical methods (Newton-Raphson), resulting iclagsic optimization
problem with constraints. The success of solutiepethds strongly on boundary conditions and ini@les. A strategy for
determining penalty values in the case of a melf lbending problem is presented, allowing a goadespondence with real
displacements. The non-linear behavior of the $paiing suspension referred to spring rate is shdle.modal analysis also gave
firsts natural frequencies in the usual span focks and semi-trailers.

Key words Laminated spring, contact, vibration.



