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Resumen.

El Método de los Elementos Finitos ha demostrada@taplias posibilidades que posee como herramgamtala solucién

de problemas de ingenieria y para el andlisis dbl@mas de investigacién. Como resultado de ellerspleo tiene una
gran difusién en la comunidad de ingenieros, tentoentros de estudio como en centros de invegliggen empresas de
produccién. Si esto es asi, entonces: ¢Cual efmmpor la cual se tiene una dependencia tandgeda los software
profesionales aun cuando los costos de adquistgorstos estan en el orden de las decenas deduildslares y los

centros de investigacion o las universidades n@dediempo y esfuerzos al desarrollo de estos?

Segun el punto de vista del autor la realidad eslgsi habilidades en el uso de un software puesteadgjuiridas por la
mayoria de los profesionales en la materia, peredida sobre el método es aun poco entendidapoayoria, aun cuando
hayan aprendido a usar uno de estos programassiomdées. ¢Cudl es la causa? La mayoria no hazaltana
comprension del problema fisico y mucho menos sepaherramienta matematica que se emplea panstsumentacion
no confundiéndola con el problema fisico en sioE& debe en primera instancia a que los textoseencuentran al
alcance de la mayoria no dejan claro ambos aspg@onsegundo lugar porque para lograrlo se regdief trabajo de un
grupo multidisciplinario con dedicacion casi exghaspara esta tarea.

En este trabajo se presentara el problema fisiodaimental relacionado con el tema, con una propgosgobre el orden
necesario para transmitir el problema fisico, sepdolo de la herramienta matematica, de tal magae puedan

comprenderse cada uno de ellos por separado.

Palabras claves: Elementos finitos, Matriz de rigidz, Nodos, Grados de libertad.

1. Introduccion.

La idea general del método de los elementos figos
la divisién de un medio continuo en un conjunto de
pequefios elementos interconectados por una serie de
puntos llamados nodos. Las ecuaciones que rigen el
comportamiento del medio continuo regirdn también e
del elemento. De esta forma se consigue pasar de un
sistema continuo (infinitos grados de libertad)e ms
regido por una ecuacién diferencial o un sistema de
ecuaciones diferenciales, a un sistema con un raideer
grados de libertad finito cuyo comportamiento se
modela por un sistema de ecuaciones algebraicas,
lineales o no.

Cualquier ingeniero que haya trabajado con un
programa de calculo por elementos finitos paralveso
algunos problemas de ingenieria, tiene una idetaftas

exacta de lo que significa el planteamiento detgfar
anterior. Hasta puede ser capaz de crear su mdeelo
calculo y ejecutar su variante obteniendo una p®sib
solucién del mismo. Entonces se puede formular la
siguiente interrogante: ¢Dénde radica el problemla d
conocimiento en el célculo por elementos finitos? L
respuesta clave es glrauchos conocen como emplear
algin programa de calculo por elementos finitos,ope
muy pocos conocen la teoria que sustenta los aEtul
Esta respuesta enmarca dos aspectos importanges, qu
a criterio del autor son: Como primer gran problema
esta el hecho de que los programas de calculo astan
disposicion de casi todos los profesionales que lo
necesiten, los que, habiendo entrenado un poaorizaf
operativa de preprocesamiento y ejecucién obtendran
normalmente una respuesta del programa para la
solucién del modelo que se esta ejecutando, siequae
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no se hayan cometido errores en la esencia delepnab

al confeccionar el modelo o en las condiciones de
frontera del mismo. El segundo gran problema es
entonces que el usuario normalmente da por buena la
solucién obtenida, pues como el calculo por eleosent
finitos ha tenido en las Ultimas décadas un eleade

en la solucién de problemas de ingenieria, ¢,céredeu
estar mal una respuesta que se haya obtenido kobre
base de la corrida de un programa de esta cat@goria

Sin embargo, si se les hace unas preguntas simples
algunos de estos usuarios, algo asi como: ¢Por qué
usaste este tipo de elemento para hacer el matledo
modelo?, ¢ Cudles son las caracteristicas fisicasee
tipo de elemento?, ¢Qué condicién fisica es cagaz d
simular ese elemento que empleaste?, ¢Por qué
empleaste ese tipo de malla?, 6 ¢Coémo estas seguro
que ese elemento con esa densidad de malla te
proporciona la respuesta adecuada? Entonces canienz
realmente a aparecer las dudas. Pero es aun pebr si
gue pregunta o envia mensajes durante la ejecocabn
final de ella es el software que se esta emplegnaes
con él si que es imposible dialogar. Digase que el
programa informdsingularidad de la matriz de rigidez
global” o en genuino idioma inglés nos dice “Bad Pivot
Ratio in Elements....".

Lo que si es seguro es que la ausencia de respuesta
por desconocimiento de la teoria no radica en qae |
usuarios no quieran aprender. Tal vez hay una parte
ellos que por pereza no se dedican al estudio del
problema y piensan que con saber usar uno de estos
programas ya tienen todo resuelto, pero otros Bi ha
estudiado la teoria, o al menos lo han intentado co
mucho esfuerzo y: ¢ Cudl es el resultado?, ¢ Cuamto h
podido aprender sobre la teoria del céalculo por
elementos finitos? HAagase entonces una pregunta
considerada aun mas importante. ¢Cuanto ayudan los
libros escritos al respecto para la comprensiérade
teoria sobre el analisis por elementos finitos?

La opinidon del autor es que en la respuesta a esta
Ultima interrogante esta la clave del problemajya en
esencia, la teoria del calculo por elementos finiiene
dos aspectos fundamentales, “la fisica del problgma
“la matematica necesaria para manipular y plantear
forma de modelos matematicos el problema fisicaly H
que hacerle comprender a los que estudian el método
una teoria desarrollada desde los afios 40 soliraska
de la Mecéanica del Medio Continuo, implementada
sobre modelos matematicos que manipulan una teoria
que no es comln para los ingenieros, como son los
métodos variacionales, los residuos ponderados, los
principios de energia minima y otros.

Por si esto fuera poco los clasicos mas leidosselbr
tema ya en las primeras 20 paginas manipulan tésmin
como Funciones de Interpolacién, Método de Rayleigh
Método de Ritz, Método de Gauss, Método de Galerkin
Método de Biezeno — Koch, Ensamblaje y Andlisis de

una Estructura y asi sucesivamente, cuando a@ater |
ni tan siquiera conoce cual es el significado disie la
Matriz de Rigidez y de los coeficientes de la misma
cuando aun desconoce como ensamblar la Matriz de
Rigidez de un Elemento o como obtener los valoees d
los coeficientes de la Matriz de Rigidez de un €eto.
¢, Como puede entender alguien los primeros conceptos
gue estan mas relacionados con la matematica, cuand
aun ni tan siquiera se ha hablado de los verdaderos
fundamentos basicos del Método de los Elementos
Finitos?

¢, Como puede un ingeniero relacionar los problemas
especificos del método con la herramienta mateméatic
necesaria si no conoce la fisica del problema? Se
comenzard aqui entonces con el andlisis de |afost
problema y de los conceptos bésicos sin los cusées,
practicamente imposible llegar a dominar la Tedegh
Andlisis por Elementos Finitos.

2. Fundamentos Basicos.

Al iniciar el proceso de calculo de una estructelra
ingeniero debe formular uBsquema de Calculpara la
misma, en otras palabras, un Modelo de Célculolen e
gue la estructura es idealizada de manera que meeda
analizada (Figura 1). Esto se debe en esencia &lque
método de los elementos finitos supone, para spiaci
el problema, el dominio discretizado en subdominios
denominados elementode forma que el dominio total
en estudio se aproxime mediante el conjunto de
elementos en que se subdivide. Los elementos se
definen por un ndmero discreto de puntos, llamados
nodos que los conectan entre si. Sobre estos nodos se
materializan las variables de salida fundamentedtds
problema.

Y F

X Dominio
estructura real

/>/\\

elementos
esquema de calculo)

Figura 1. Estructura real y esquema de célculo.
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En el caso de elementos estructurales estaables
de salida fundamentaleson los desplazamientos
nodales ya que a partir de éstos se pueden calcular el
resto de las variables de salida que sean de snteséas
variables de salida se definen en la direccionate |
grados de libertadle cada nodo del modelo (degree of
freedom DOF). Los grados de libertad de un nodo son
las variables que determinan el estado del nodo.

El sistema, debido a las condiciones de contorno, e
este caso empotramiento y fuerza concentrada @mnoel
extremo de la viga, evoluciona hasta un estadd. fira
este estado final, conocidos los valores de lodograe
libertad de los nodos del sistema, se puede detarmi
cualquier otra variable de salida o incAgnita ddaga
como las fuerzas, tensiones, deformaciones, etc.

Todos los problemas estructurales se enmarcanodentr
de los problemas de contornoUn Problema de
Contornoes aquel que esta gobernado por una o mas
ecuaciones diferenciales o integrales dentro de un
dominio, y porcondiciones de contornen la frontera
de dicho dominio. La solucion puede obtenerse
buscando la condicion extrema de un funcional, arde
conjunto de funcionales, sobre el dominio completo.
Pero obviamente ahora no se hablara de este aspecto
para poder demostrar como sin referirse a estoastem
complejos de la matematica puede explicarse laafisi
del problema.

Considere también que el analisis estructural
probablemente es la aplicacion mas comun del método
de los elementos finitos. El término estructural (o
estructura) no sélo aplica para las estructuradade
ingenieria civil, como los puentes y edificios, csin
también en las estructuras navales, aeronauticas, y
mecénicas como las cascaras de una nave, esteudtira
aviones, housings (bastidor) de las maquinas,@mbc
componentes mecanicos tales como pistones, pates d
maquinas, y herramientas.

Los problemas de andlisis estructural estan

gobernados por:

» Ecuaciones de equilibrio.

» Relaciones de compatibilidad, o relae®
deformaciones-desplazamientos.

» Caracteristicas del material o relaciones

tensiones-deformaciones.

Las estructuras construidas por elementos cuyas
conexiones son discretas debido a la geometriade |
misma, tales como las armaduras cuyas conexiomes so
articuladas y los pérticos cuyas conexiones sadasgy
presentan menor dificultad en el proceso de ensgenbl
de las ecuaciones que gobiernan el comportamiesito d
sistema, que aquellas en que la subdivision de los
elementos es artificial en relacion con la estmacteal,
tales como elementos con planchas y sélidos.

Para comprender los conceptos basicos que se han
planteado se empleara un elemento estructural la ba
(unidimensional), que solo tenga rigidez axial oHsra
posible que dicho elemento sea sustituido por sorte
gue posea igual rigidez en la direccién axial que e
elemento de barra, con lo cual la rigidez del mismo
guedara de inmediato definida por la constantdietas
del resorte.

Fuerza

~~— a‘(__’ Desplazamiento

Fuerza
Figura 2. Elemento con Rigidez axial.

La gran tarea del Analisis Estructural es determima
relacion entre las cargas que actian en todosodssn
de la estructura y los desplazamientos en cuakmuier
ellos. Como se observa, en esta tarea estda manfees
el concepto de rigidez que el de resistencia.

El analisis matricial de estructuras y en consecuencia
el método de los elementos finitisne como punto de
partida la relacion entre fuerzas nodales vy
desplazamientos nodales para cada elemento indlvidu
Esta idea fundamental estéa relacionada con el ptmce
de rigidez. La mayoria de las personas posee adde
rigidezdesde las primeras aplicaciones de los elementos
elasticos (resortes) de la fisica béasica.

La constante elastica del resorte, que es la medida
cuantitativa de la rigidez del mismo, se expresa po
medio de la relacién entre la fuerza aplicada y el
desplazamiento medido en su extremo, como se l& en
Figura.3. La constante elastica del resorte pueste s
entendida como un coeficiente de rigidez, puesles e
coeficiente que relaciona la fuerza y el desplaeatoi
segun la expresiol- =k d . La situacién mas simple y
de gran interés practico corresponde al caso eresge
relacion es lineal, en cuyo estudio se centraaédacion
en este trabajo.

En este caso se tiene una estructura formada por un
Unico resorte, por tanto elemento y estructuracidén
en el sentido geométrico Yy fisico.

La relacionfuerza vs desplazamiento en el ambito
de un elemento, se expresa por la Matriz de Rigiedz

EIemento[k ] €, mientras que la relaci6Fuerza vs
Desplazamiento en el ambito de una estructura, se
expresa por la Matriz de Rigidez de la Estruct{llé].
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Figura 1.3 Rigidez del resorte representada pdiove su
constante elastica.

Como en este caso la estructura es idéntica akatem
la Rigidez de la Estructura es idéntica a la Rigidel
Elemento. Por ello puede escribirse:

F=Ku
Enque K=Kk

Siendo K la constante elastica del
cuantifica la rigidez de la estructura.

resorte, que

Como ocurre normalmente para los resortes, solo un
componente de fuerza se encuentra presente en esta
estructura. Conociendo la Rigidez de la Estructura
conociendo la carga, la respuesta serd un compodent
desplazamiento.

u=E [1.1]
K

Donde el valor deU se determina a partir de la
inversion deK .

Se conoce que la rigidez del resorte se expresaupor

constante elasticak . Supéngase que la Constante
Elastica del mismo tiene un valor de 1aff / mm Esto
tiene el significado fisico que implica que parbtenmer
un desplazamiento denmimse debe aplicar una fuerza
de 100kgf. Por tanto al conocer la Rigidez de la
Estructura, la relaciénfuerza VS desplazamiento ya
gueda automaticamente definida.

Si se conoce el valor de la fuerza que se reqpir@
producir un desplazamiento unitario, se conocera pa
cualquier valor de ella el desplazamiento que se
produce, dentro del periodo lineal (elastico). Es
entonces evidente que a partir del conocimientdde
se obtiene el desplazamientb inmediatamentePero

L. L. Otero Pereiro.

también se hace evidente que si se conoce el galor
desplazamientou queda inmediatamente definido el

valor de la fuerza- .

Asi como la rigidez de un resorte se cuantifica por
medio de la relacién fuerza desplazamiento, midiend
en el punto de aplicacion de la fuerza, en un ai¢me
finito la idea es la misma pero con un caracter mas
amplio. Mientras en el resorte solo estad presehte e
concepto de rigidez axial, pues solo transmite asarg
axiales, en una viga estdn presentes diversos
componentes de rigidez simultaneamente, tales como
rigidez axial, rigidez a la flexién y rigidez attarsion.

De esta forma los diversos componentes de rigidez d
un elemento estan relacionados con los diversos
componentes de fuerza y desplazamientos presentes y
gue a semejanza del resorte, pueden ser cuantificad
por medio de relaciones matematicas que describen e
comportamiento fisico asociado a cada rigidez ptese

La representacion matemética de la relacion complet
entre todas las fuerzas y desplazamientos nodalas e
elemento se hara por medio de un sistema de etescio
algebraicas lineales, que se obtienen a partianiisis
fisico del problema planteado. Los coeficienteesias
ecuaciones, que son los coeficientes de rigidez del
elemento forman parte de la matriz de rigidez del
elemento.

Las diversas clases de sistemas discretizados que
involucran el ensamblaje con elementos finitos mao
consecuencia la obtencién de relaciones matematicas
que permitan la resolucion del problema, tienen sus
bases en algunas leyes fundamentales. A partir del
conocimiento y aplicacion de estas leyes se tendea
herramienta para trabajar de forma general los
problemas mencionados. Es importante identificar en
cada caso de ensamblaje de elementos finitos, adema
del comportamiento fisico que el elemento en estadi
propone simular, una técnica general que permita
abordar el problema de ensamblaje de los elemsitios
necesidad de recurrir en cada vez a la aplica@dsths
leyes fundamentales.

La estructura en equilibrio debe satisfacer treet®
Relaciones Fundamentales:

1. Ley de Equilibrio de Fuerzas.

Considerando las condiciones de equilibrio de la
estructura se pueden aplicar las ecuaciones dibeigui
conocidas del estudio de la mecénica, a cada uhasde
elementos de forma aislada. De la misma forma la
condicion de equilibrio puede ser aplicada intareate
a cada elemento. Si el elemento esta en equilibria,
parte de él también esta en equilibrio.

2. Ley de Compatibilidad de los Desplazamientos.
El la Figura 4 se representa la idea general de
compatibilidad de los desplazamientos en
estructura. Los elementos 1, 2 y 3 conectados eads
E se mantienen conectados en el mismo nodo al pasar

la
una
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la condicion deformada en la posiciok™. El

desplazamiento d& haciaE" se representa por los
componentes del desplazamientd y V en las

direcciones de los ejes e Yy respectivamente.

¥

Figura 4. Condicién de Compatibilidad de los
Desplazamientos.

Los extremos de los tres elementos conectadds en
estdn sujetos a los mismos componentes de
desplazamiento. En caso contrario la estructerabre
en el puntoE. Esta condicién puede ser impuesta para
todos los nodos de la estructura y se denomina
Condiciéon de Compatibilidad de los Desplazamientos.

3. Ley de Comportamiento del Material.

La Figura 5 representa un resorte bajo la acc&n d
una fuerza externa F. El resorte se deforma yrgame
esfuerzo hacia el interior del mismo, por intermedié
la fuerza internaN. En el analisis de equilibrio del
elemento es interesante identificar la participat¢anto
de la fuerza externa como de la fuerza interna,
pudiéndose justificar el equilibrio de un tramo del
resorte (equilibrio elastico) por intermedio dedgliama
de cuerpo libre, identificando la accion de un wael
resorte sobre el otro, sustituyendo esa accion lgor
fuerza interna N.

Aunque se esta centrando la atencion en un simple
elemento elastico que solo transmite fuerzas axigle
por tanto solo experimenta desplazamientos axiakes,
interesante  precisar algunas ideas que seran
fundamentales al tratar los diversos elementogofini
por medio de urProcedimiento StandardJna de ellas
consiste en que la representacion matematica de la
situacién de equilibrio debe respetar algunas segla
convenciones ya adoptadas en el estudio de la Mbacan
y la Resistencia de los Materiales.

La representacién algebraica de la fuerza externa
actuante en el elemento, por tantoHaerza Nodal,
sigue la convencidn adoptada en la mecanica para el
equilibrio de los cuerpos. Asi cuando el sentidolade
fuerza externa concuerda con el sentido de los ejes
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adoptados como referencia para el andlisieqgeilibrio
esta tiene signo positiven caso contrario, negativo.

El hecho de estar hablando sobre elementos finios
cambia el sentido fisico del problema, ya que ldgss
fisicas se mantienen, por lo que el signo debe ser
interpretado como todo signo de una representacién
fisica. El signo asociado a una fuerza externa aplicada a
un elemento solo indica que el sentido de la fuerza
aplicada concuerda o no con el sistema de referenci
adoptado para el estudio del equilibrio.

Por otra parte, la fuerza interna que en Ultima
instancia transmitira el concepto de Tension, gee s
aplica en la mayoria de los andlisis por elementos
finitos, sigue la convencién de la Resistencia o |
Materiales, o0 sea, los esfuerzos de traccién seitiyazs
y los de compresion son negativos.

Para pasar de la fuerza externa del elemento para |
fuerza interna se deberdn respetar siempre estas
convenciones.

La Figura5 presenta esa importante idea de forma
simple. En particular el resorte muestra un
comportamiento interno lineal. De esta manera

N=kd [1.2]
N - Es positivo, pues su efecto es de traccion.

fo =N [1.3]
Representa la relacibn matematica entre la Fuerza
Interna y la Fuerza Externa, siend‘@ positiva ya que
es la fuerza externa en el mismo sentido del eje de

referenciaX y N es positiva, pues es la fuerza interna
de traccion.

f1=-N [1.4]
fl Es negativa ya que es la fuerza externa que esté e

sentido contrario al eje de referendla

Las fuerzas externas e internas son iguales en
intensidad, pero de sentidos opuestos. Asi, pagalau
relacion matematica exprese adecuadamente ladelaci
entre fuerza externa e interna se introduce unosign
negativo en esta ultima relacion.

Matriz de Rigidez delElemento.

Aplicando la idea explicada se representa en larkig
6 el cuerpo libre de un resorte aislado.

Caso A. Se muestran las fuerzas y Ilos
desplazamientos para la condicién de equilibrio bAsn
fuerzas han sido representadas arbitrariamentel en e
sentido positivo del eje de referencia y en consecia
ambos desplazamientos también tienen sentido ymsiti
Por ello al establecer las ecuaciones de equilibeo
obtendran las fuerzas y los desplazamientos en el
sentido real de accion.
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Sin deformar o

Figura 5. Fuerza externa aplicada en los nodosrzéu
interna.

Fuerzas Nodales.

{f}lez{g}

Desplazamientos Nodales

{ubpag = {3;}

“La relacion entre todas las fuerzas y desplazartsn
referidos a un elemento finito se expresa por lariMa
de Rigidez del Elemento.”

Matriz Columnade 2 x 1

Matriz Columna de 2 x 1

[

=kl .- [15]
{f}z o [ ] i {u}z x ,,"/ Bl resultade de esta
//' operacion tiene

dimension 2 x 1

Para poder efectuar la operacion de multiplicacién
matrices, la matriz que premultiplica (Matriz deyidez
del elemento en analisis), debe tener un ndmero de
columnas igual al niamero de filas de la matriz que
postmultimplica, que es la matriz desplazamiento, e
este caso la matriz desplazamiento tiene dos I, fi
por lo cual la matriz de rigidez tendra necesariame
dos (2) columnas.

El resultado de la operacibn matemética de
multiplicacion de matrices tiene que tener dimemg®
x 1) en la representacién matricial, pues son deszhs
nodales las que estan actuando en el elementdppor

que el resultado es unilatriz Columna de 2x 1
(observe qu{f}z x1)-

Ejo de Referencia

- (+)
f Nodo 1 Node 2 f
A) e/ EEECEEEEEEEEE ey
"
4 l Py
T Rigidez del Resone ;
i A : E: u, =0
B) ‘i'-m‘.'“'mb‘ £} " A
i ' ! fa=-h
“‘ Y
— U — |

A=-12
# =0 ;

Figura 6. Diagrama de Cuerpo Libre de un Resorte.
Para poder obtener este resultado es necesaria que
Matriz Rigidez tenga dos (2) filas. Todo esto careda

gue la Matriz Rigidez del elemento resorte para la
solicitacién de carga dadi@ne que tener dimension 2 x

2.
A — kyy  ky !
f2 2x1 k21 k22 2xz2 \H2 ) 2

21

[1.6]

A partir de las consideraciones anteriores y tatoen
en cuenta las propiedades del Algebra Matriciahs |
Operaciones con Matrices se pueden hacer algunas
conclusiones importantes

1. El elemento resorte tiene dos componentes de
desplazamiento posibles y como consecuencia su
matriz de rigidez tiene dimensién 2 x 2.

Para un elemento finito cualquiera coh
componentes de desplazamiento posible, su matriz

de rigidez tendra dimension X N.

Aunque las dos conclusiones anteriores son
importantes para la representacion matricial de los
elementos finitos, interesa, tanto para este caso
particular como para los otros tipos de elementos,
responder dos aspectos fundamentales:
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1. ¢Cuales son los valores de los coeficientes que u, =0 Od=-u
ocupan las diferentes posiciones en la Matriz de

Rigidez identificada por la linek y la columnaj,
es decir por cada elemenlnp,j ?

Entonces: N=kd=-ku

Como y; es positivo, pues tiene la misma orientacion
que el eje de referencia, fuerza interna es negatiyvbo
2. Cual es el significado fisico de ese coeficiente. E ~ gue corresponde a una situacion de compresion del

decir: ¢Qué representa el coeficierkgj de la resorte(N <O)' ) n )
' Desde el punto de vista fisico la fuerza aplicadale

Matriz de Rigidez en términos del comportamiento  extremo del resorte, por el nodo 1, realiza untefec
fisico que el elemento finito se propone simular? sobre el nodo 2 y para ello se transmite internengor
el resorte. Un tramo del elemento (que considere el
Ya se vio que la rigidez del resorte cuantifica por efecto de la accién en el nodo 1 sobre el nodo 2)

medio de su constante elastiéa la fuerza necesaria también tiene que estar en equilibrio. Para que est
para obtener un desplazamiento unitario. Esa idea e ocurra la fuerzafl debe ser equilibrada por la fuerza
fundamental para entender y determinar los coefiese
de rigidez de la Matriz de Rigidez.

Para hacer mas simple esta tarea se pueden determin

interna N, asi que sus signos son opuestos, segun la
convencion de signos establecida. Matematicamente |
transmision de la fuerza externa a la fuerza iat¢ieme

los téerminos individualeski'j de la Matriz de Rigidez que respetar dichas convenciones.
del elemento considerando cada desplazamiento nodal ~ Por tanto: N=-f
por separado, manteniendo nulo el otro desplazamien Ccomo: N=kd=-kuy

y utilizando la ley del material para determinamecola
accion impuesta a un nodo se transmite por elianter
del elemento hasta el otro nodo. -k up =- fl

Entonces sustituyendo el valor & :

Si se pudiese aplicar un desplazamiento unitario en f.=Kku
uno de los nodos del resorte y entonces medir las 1 1
fuerzas asociadas a ese desplazamiento unitario, se ~ Como: fo=-1;
podrian determinar los coeficientes de la matriz de Entonces:
rigidez. Para hacer mas simple esa tarea, se podria fy=—ku
de Rigidez del Elemento considerando cada desplazamientos pueden expresarse de forma miatricia
desplazamiento nodal por separado y manteniendo nul fi] ki1 Ko U [1.8]
el otro desplazamiento, ademéas de hacer emplea de | - |k Kk U, =0 ’
ley de comportamiento del materigbara determinar 2 21 22 2 L
como la accién impuesta a un nodo se transmiteepor Efectuando el producto acorde con los procedimgnto
interior del elemento hasta el otro nodo. del algebra matricial y sustituyendo los valoresfeley
Caso B. f2:

Condicién de equilibrio fo=—f, f1 =kgqug + Ky [0 [1.9]

Las fuerzas nodales actiian en sentidos opuestos. fo = koqup +kos [0

Fuerza Interna (N=kd) kup = kgqup

d Representa la deformacion del resorte. —K U =Kol

Para poder aplicarlo a los casos mas generales se 1 El 1
definird la deformacion del resorte considerands lo kg =k
desplazamientos en los nodog y Uy . Esto se hace ko1 =k o _
necesario ya que en los casos en que ambos nodos se _P_or tanto; dos de los ’coef|C|ent_es de la Matriz de
muevan bajo la accién de las cargas, el resortéepne Rigidez del resorte ya estan determinados. Empteahd

mismo procedimiento se pueden determinar los otros

deformarse si ocurre la condicion en la cugl= Uy, dos coeficientes y de inmediato pasar a la comjinens

presentdndose el fenédmenoMevimiento de Cuerpo de su significado fisico.
Rigido, adecuadamente definido en la Teoria de la
Elasticidad. Por ende habra deformacion siempee qu Caso C.
d#0 Siendo:d =up —uy [1.7] Condicion de equilibrio. f; =—f,. Las fuerzas

Para el Caso Bque se analiza se tiene que nodales estan en sentidos opuestos.
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Fuerza Interna: en este caso se tiene que:
dz0 Siendo: d =u, -y

Parea este caso se tiene

U = 0 Od= u,

Entonces = N=kd=ku,

Como U, es positivo entonces la fuerza interna sera

positiva, lo que se corresponde con una condice&n d
traccion del resortéN > 0).

Desde el punto de vista fisico la fuerza aplicatale
extremo del resorte, por el nodo 2, realiza untefec
sobre el nodo 1y para ello se transmite internaengor
el resorte. Si todo el elemento esta en equililuio
tramo del mismo (que considere el efecto de ladacci
en el nodo 2 sobre el nodo 1) también tiene que est

equilibrio. Para que esto ocurra la fuerfg debe ser
equilibrada por la fuerza internld , asi que sus signos
son iguales, segun la convencidn de signos estdalec

Matematicamente la transmision de la fuerza extarna
la fuerza interna tiene que respetar dichas coneees.

f2 =N
Como: N =kup
Entonces: fo =ku, y como: f; = —f,
Se tendra:
fl =-k us
f2 = kU2
Estas relaciones entre las fuerzas y los

desplazamientos pueden
forma matricial.

fa) ka1 ka2 [ U2
Efectuando el producto acorde con los procedimgnto
del algebra matricial y sustituyendo los valoresf(iey

[1.10]

f2:

fl = kll [0+ k12 (uy [1.11]
f2 =kop [0+ koo iy
—kuz =kgoup
kup =kaoup
kio = -k
k22 =k

Ahora quedan determinados los cuatro coeficierges d
la matriz de rigidez del elemento, definiendo
completamente la relacion entre las cargas nogdles
desplazamientos nodales por medio de la matriz de
rigidez del elemento.

igualmente expresarse de del

k -k
[k] €= [1.12]
-k Kk
Matriz de rigidez de elemento.
Significado fisico de los términos de Matriz de
Rigidez.

Segun la ecuacion [1.9]
fl = kl].ul + k12 0 =
fo =Koqup + ks [0 = fy = k21 Up:
Considerando que se produce un desplazamiento

unitario se hace:

f1 =ka1ug

w=1
Se obtiene: f1 =kq1
fa =ka1
Segun la ecuacion [1.11]
f1:k11[0+k12[U22> f1:k12 us
fo=kp1+ky Wy = fr =kpyup

Considerando que se produce un desplazamiento
unitario se hace:

up, =1 Se obtiene:
f1 =kgz
fo =k

Note que los coeficientelg j de la Matriz de rigidez

elemento representan fuerzas asociadas a un
desplazamiento unitario impuesto en un nodo,
manteniendo el otro fijo, es decir con desplazatoien
nulo.

Puede entonces decirse que:

Ky; -Es la fuerza en el nodo 2 debido a un
desplazamiento unitario en el nodo 1,
manteniendo el nodo 2 fijo.

Ki1 -Es la fuerza en el nodo 1 debido a un
desplazamiento unitario en el nodo 1,
manteniendo el nodo 2 fijo.

Ki» -Es la fuerza en el nodo 1 debido a un
desplazamiento unitario en el nodo 2,
manteniendo el nodo 1 fijo.

Ky, -Es la fuerza en el nodo 2 debido a un

desplazamiento unitario en el nodo 2,
manteniendo el nodo 1 fijo.

Por tanto los términos de la Matriz de Rigidez del
elemento representaRelaciones de Causa Efecté
causa de un desplazamiento unitario impuesto en un
nodo, el efecto es: las fuerzas que surgen enddesn
del elemento debido a ese desplazamiento. Los
subindices de los coeficientes de la Matriz tienen

implicitos la relacién Causa Efecto.
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/ Causa.
Efecto. Nodo en que se

Nodo en que aplica el

surge la Fuerza desplazamiento

La Matriz de Rigidez del elemento tiene el mismo
significado fisico, composiciéon y orden para cuaqu
tipo de elemento finito que se desarrolle, solo los
valores de sus coeficientes seran diferentes seggima
rigidez del mismo, como se muestra en la Figura 7.

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 1 5 Nodo 2
[} )
fa1 ! 1 faz fb1 1 | sz
= = || = T o=
1 } | 1
— ka — +—> kb +—.y
Ug) LY Ly Hyo

Ja | _| ke ko) ua {fm}:[ k, *kb}_{”m}
Jer -k, Kk, Hyy Sz -k K Hy,
Figura 7. Relacién fuerza desplazamiento expresadarma

matricial para dos elementos resortes con difenalte de su
constante de rigidez.

Matriz de Rigidez de un Elemento de Barra de
Armadura.

De la misma forma que se ha obtenido la Matriz de
Rigidez para el elemento resorte se podra deterrtana
de un elemento de barra que s6lo posea rigidez. axia
Esta definicién para el elemento conduce a la codwli
de que el elemento solo tiene dos grados de ldberta
(uno por nodo que son GL 1 y GL 2), a lo largo de
cuyas direcciones se definen las direcciones de las
fuerzas y los desplazamientos, como se muestra en |
Figura 8.

Resorte armadiara
fi 1 2 fz fi fz
—l— R — P —
u Iy — ——
2 ! ) t
Rigidez k - E‘y
g Rigidez /i

Figura 8. Comparacion entre el elemento resortesiemento
de barra de armadura con solo rigidez axial.

Los ensayos realizados en probetas demuestrarl que a
estirar una barra su longitud aumenta, Figura deylgs
dimensiones transversales disminuyen. Este fendmeno
tiene lugar segun la Ley de Hooke, siguiendo la
expresion matematica deducida desde los tiempos de
Cauchy (1789-1857).

15
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Como bien se conoce, vinculando estas tres relesion
se obtiene la ecuacion para determinar el alargamie
absoluto de la barra.

Fl
ANl =d=u,-u =— 1.13
27 =4 [1.13]

De donde: F:E\d

Esta expresion es idéntica a la obtenida en el delso
resorte, F =k d puede entonces inferirse que el

término E% corresponde a la rigidez de la barra que

solo posee rigidez axial.

Relacién entre las fuerzas nodales y los desplazamientos nodales.

e
A El s
k=] {u} ri=[x]{n}

Observe que el elemento de barra de armadura tiene
dos grados de libertad, al igual que el elemergorte,
por lo cual su Matriz de Rigidez es de (2 x 2). El
significado fisico de la misma, asi como el de sus
coeficientes sigue siendo el mismo, solo son ditese
los valores de los coeficientes de la matriz.

Generalizacion a partir del resorte del significado
fisico de la Matriz de Rigidez de cualquier Elememt
Finito.

Los términos de la Matriz de Rigidez del elemento
representan fuerzas asociadas a desplazamientos
unitarios; por tanto, al conocer la matriz de régiddel
elemento, la relaciéon fuerza — desplazamiento ylgu
previamente definida para el elemento entero enitmér
de desplazamientos unitarios.

Si se conoce el valor de la fuerza asociada a un
desplazamiento unitario, se sabra para cualquier de
desplazamiento, dentro del periodo elastico, elrveé
la fuerza. Ademas de esto, si los desplazamientos
actuaran simultaneamente, los efectos de cada eno d
los desplazamientos aplicados aisladamente seran
superpuestos y se tendra la fuerza actuante en cada
nodo, consecuentemente con la accion conjuntadds to
los desplazamientos en el elemento.

Esta idea establecida a partir del resorte puede se
generalizada para los diversos elementos finitas. E
particular ya se vio que ese elemento presentatsdlo
componente de desplazamiento por nodo. En los
elementos en general esa relacion puede ser mdisamp
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Digase que una viga en el espacio tiene asoci&i®s s
grados de libertad por nodo y por tanto admiteshssis
componentes de desplazamiento en un mismo nodo, tre
traslaciones y tres rotaciones y por ende hasta sei
componentes de carga en un mismo nodo, tres fugrzas
tres momentos. El concepto de desplazamiento rewdal
este caso es mas amplio. Por ello es mas adecuado
identificar los diversos componentes de los
desplazamientos asociados a los nodos como el
componente de desplazamiento en wuna direccion
determinada definida por el sistema de coordenadas

( x,y,z). Estas componentes son llama@aados de

Libertad del ElementolLa Figura 9 representa un
elemento de viga en el espacio y los posibles grdeéo
libertad. El concepto de coeficiente de rigideatitnia
siendo el mismo; sin embargo, relacionando ahwma la
fuerzas con los diversos grados de libertad se epued
generalizar este

k3,9: Término localizado en la linea 3 columna 9 de

la matriz de rigidez de la viga. Representa laZaen la
direccion del grado de libertad 3 debido al
desplazamiento unitario en la direcciéon del grado d
libertad 9. Observe que el Unico que se desplazl es
grado de libertad 9 y los, restantes se mantienen
bloqueados.

Fuerza en la direccion del grado
de libertad 9 debido a un
desplazamiento unitario en la
direccion del grade de libertad 9

Fuerza en la direccion del grado de !
libertad 3 debido a un desplazamiento 9

unitario en la direccion del grado de v
libertad 9 o
-3 PLERS

Figura 9. Posibles grados de libertad de un elemrsmwiga
en el espacio .

Los coeficientes k3j que ocupan la fila 3

representan las fuerzas que surgen en la direcgbn
Grado de Libertad 3 debido a los desplazamientos

unitarios ® en la direccién de los Grados de Libertad

J.

El siguiente problema a resolver consiste en
ensamblar la matriz de rigidez de la estructurardirp
de la matriz de rigidez de los elementos que leé&or,
segun la posicién de los mismos en la estructura
ensamblada. Pero este no es el propdsito de este
articulo, sino solo mostrar algunos elementos
fundamentales sin los cuales no es posible comenzar
andar el camino de la teoria de los elemento®finit

Conclusiones.

La formulacién de un elemento para representar
una determinada situacién fisica no es

necesariamente matricial. Solo que el modelo

matematico que contiene el conjunto de las

variables, (fuerzas, desplazamientos, etc.)

considerados para un elemento en la condicién de
equilibrio, puede ser representado de forma
matricial, debido a la tremenda facilidad que

brindan las matrices para el almacenamiento y
manipulacién de las variables y ecuaciones de
forma simple y compacta en la computadora,

logrando una adecuada eficiencia en la

manipulacién  simultanea del conjunto de

ecuaciones con muchas variables, algunas de ellas
independientes entre si.

Aunque los elementos estan definidos por sus

nodos, lo mas importante no es cuantos nodos tiene
el elemento sino la cantidad de grados de libertad

por nodo que tiene dicho elemento.

El concepto de desplazamiento nodal es muy
amplio, por lo que es més adecuado identificar los
diversos componentes de los desplazamientos
asociados a los nodos como el componente de
desplazamiento en una direccibn determinada,
definida en el sistema de coordenadas (x, Y, z) y
relacionado con el grado de libertad en esa
direccion.

La matriz de rigidez de cualquier elemento finito e
cuadrada y simétrica y su orden se corresponde con
la cantidad de grados de libertad que tiene el
elemento que pretende simular una determinada
condicién fisica.

Al definir la matriz de rigidez de un elemento
queda automaticamente definida la reladid#rza

VS desplazamiento.

Los coeficientes de la matriz de rigidez del
elemento representan fisicamente fuerzas asociadas
a un desplazamiento unitario impuesto en un nodo,
manteniendo los restantes nodos fijos, es decir con
desplazamiento nulo.

Por tanto, los términos de la matriz de rigidez del
elemento ki j) representan relaciones de causa

efecto. A causa de un desplazamiento unitario
impuesto en la direcciéon de un grado de libertad en
un nodo (j ), el efecto se corresponde con la

fuerza que surge en la direccién de otro grado de
libertad (I ), manteniendo los restantes grados de
libertad fijos.

La matriz de rigidez asi definida caracterizard
siempre al elemento que se ha simulado, en este
caso un resorte.
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Learning on the Method of the Finite Elements.

Abstract.

The Finite Element Method has showed the wide pdgis that it possesses as tool for the solutdbrengineering
problems and research problems. As a result bkit employment has a great diffusion in the comityusf engineers, so
much in study centers as in research centers atarifss. If, this is in this way, then: Which isetheason for which the
engineers has a dependence so high of the prafessisoftware, even when the costs of acquisitfahese is very high
and the research centers or the universities deditate time and efforts to the development cdeRe

According to the author's point of view the realythat the abilities in the use of software carabquired by most of the
professionals in the matter, but the theory onntie¢hod it is even not very understood by the negtn when they have
learned how to use one of this professional sofwérhich is the cause? Most has not reached therstagding of the
physical problem and much less can to separatmétieematical tool that is used for their instruraéinh not confusing it
with the physical problem. The rezone of this idiist instance that the texts published don't ¢eelear both aspects and
in second place because in order to do this workgsired a multidisciplinary group with almost kisive dedication for
this task.

In this article the fundamental physical problemated with the topic will be presented, with a prsiion on the necessary
order to transmit the physical problem, separaitirgf the mathematical tool, in such a way that yaun be understood
each one of them in separate.

Key words: Finite elements, freedom degrees.



