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Resumen.

Se describen calculos clasicos para determinalyaj@smentos principales de inercia de un cuerse glemuestra que se
pueden realizar célculos con el mismo propdsitoiamee la aplicacion deCalculo Tensorial, la Teoria Espectral y el
Algebra Lineal Esto permite justificar los términos del tituld ttabajo constituye una extensién del modelo teaka la
estaticg que en correspondencia con los elementos quefiloett y segiin analogias con otras aplicacionasngeténica
dan lugar a introducir la nocion tnsor de inerciale un cuerpo. Bien interpretado, el modelo puetéribuir a cambios

importantes en la ensefianza del algebra en laigrgen

Palabras claves: Tensor, céalculo tensorial, ejesngomentos principales de inercia, tensor de inercia.

1. Introduccion.

El célculo tensorial es una rama de la mateméatiea q
se ha desarrollado en el siglo XX. Su objeto dedéstse
puede definir comolas transformaciones de las
componentes del tensor al cambiar el sistema de
coordenadas y la obtencion de invariantes del tenso

Los trabajos iniciales desarrollados poiLevi-Civitay
R. Lagrange[2] estan relacionados con los espacios
curvos y las teorias relativistas; mientras queafar
ingenieria se puede hallar un desarrollo teérico en
Advanced Engineering Mathematics@eL. Wylie[1].

La aplicacién del célculo tensorial a la resistande
materiales permite establecer fundamentos de téatde
los estadosensionaly deformacionalde un cuerpo, para
lo cual se considera el tensor como una magnitud de
nueve magnitudes escalares. La conceptualizacion
realizada sobre el calculo tensorial y resultaddaades
acerca del estudio del estado de inercia de urpcuer
las investigaciones del autor en la mecanica delione
continuo han condicionado la escritura del presente
trabajo. Puede ser (til precisar que la nocionesesdr
que se utiliza es coherente con los conceptosadante
y contravariante Si resulta aparentemente abrupta su
presentacion esto obedece al interés del autorra da
prioridad a las aplicaciones [2]. Es importante
comprender el resultado que se formaliza al firakste
trabajo referente a la relacion entre los valorgsctores

propios asociados al tensor, con los momentos gjkss
principales de inercia del cuerpo.

2. Estatica y Resistencia de los
Materiales. Conceptos y modelos.

El momento de inercia de un cuerpo respecto aein ej
arbitrario OL se suele denotaly.. depende de los

c0osenos directoreAX, )\y, )\z y de los momentos de

inercia|x, |y, |Z, Ixy, |xz, |yz y se calcula mediante la
expresion:

2 2 2
lor= hde + LAy + 1A, 2L Ay -2hAd, —2L AN, (1)

Si sobre el ejeOL se selecciona un puntQ de
coordenadas (X, Y, z) de tal manera que:

— Ya
10Q /=11(}) )
Entonces los cosenos directores estan dados por las
expresiones siguientes:

Ac=x110Q, Ay=Y 710Q, A, = Z /10 3

Al sustituir las expresiones de (2) vy (3) en (1) y

. . 2
multiplicar convenientemente por el valofOQ| se
obtiene la expresion:
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Ello significa que el lugar geométrico de los pusrifp
es una cudadrica centrada en el pufitodenominada
elipsoide de inercia del cuerpd.os ejesX’, Y'y Z
segun los cuales se anulan los productos de indecia
masalyy, Ixz ¥ lyz se denominarejes principales de
inercia, los valored, I, y I, momentos de inerciae
masadel cuerpo. Si se expresa la tensiéon nomnah un
plano inclinado poK,Y y Z, esté claro que:

o=Xl+Ym+Zn

De acuerdo con:

X =0yl + Tpxm + 14N

Y =1l + oym + TN (5)
Z =Tyl +1,m+0,m

Se obtiene:

0 =0,%+0, M +0,1° +21,,MN+20,,N1+ 2T, /M

Al ubicar en cada plano el segmentsobre la normal,
entonces las coordenadas de u extremo seran:

Xx=rl
y=rm
zZ=r

Al eliminar los cosenos directords m, n en la
expresion d& se obtiene el lugar geométrico:

0.P=0,X°+0,Y+0, 2421,y Z +20pZX+ 2Ty XY

Al selecciona = k/Oo0 siendo K una constante
arbitraria, entonces:

K = 040,y +0,2°4+21,,yZ +205ZX + 2y XY

En cada punto que se investiga en el sélido teadimn
existe un sistema de coordenad&sy, z en el cual las
tensiones tangenciales;; , T« , Ty, SON nulas. Estos ejes
se denominarejes principaleslos planos ortogonales
entre si planos principalesy las tensiones normales a
estos planogensiones principalesienotadas pass, 6,y
01. Siendo03 £ 05 < 01.

Al simplificar el sistema de fuerzas que aparecdnes
las caras del elemento en cuestion, y las ecuaigne
aparecen en la expresion [5], que en este casm. sera

P+nf+r=1

X = 04l, y=0,m, z=03n

Resulta:
X402+ Yo +7047 =1

Como se puede evidenciar, el lugar geométrico de lo
extremos del vector de la tension completa forma un

elipsoide cuyos semiejes son las tensiones prilesga,

0, 03 Yy se le denominalipsoide de las tensiones.
determinar las magnitudes de las tensiones prilespa
dados los valores de las 6 componentes del estado
tensional, en un sistema arbitrario de coordenzadss z

la tensién S estara orientada segun la normal:

x= Sl, y=Sm, z=Sn
Entonces las ecuaciones seran

Sl=aJd + 1,;m+ o,n
Sm = | + oym +1,n
Sn =1l + ;M +o,m

Sistema homogéneo

Para determinar los valores no nuloslden Yy n, los
cosenos directores no son simultaneamente iguales a
cero, pues: 1%+ mf + rf =1

Al describir el determinante y colocar sus térmipos
el orden de las potencias de S, se obtiene la iécuac
cubica:

S-S, +Shb-k=0 (6)
Siendo:

1= 0x+0y+0;

l2 = 0y0;+ 0, Ox + 050y - Tz - Togx- Toy
Oz Tyz Tz

3= | Tyx Oy Ty
Tzx Tyz O

Las raices de la ecuaci¢f) dan los valores de las

tensiones principaless;, 0,, 0s. Se deduce como
conclusién que el célculo en la estatica de los eje
principales y los momentos de inercia, asi como el
calculo en la resistencia de los materiales deelasiones
principales se realiza por modelos matematicosognél

La determinacion de las tensiones principales ¢agst
una etapa necesaria intermedia en los célculosade |
resistencia del estado tensional complejo. Es mgae
resulta necesario la determinacién de las tensiones
principales; ya sea por la ecuacién clbica o por el
diagrama circular del estado tensional (circuld/deh ).
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3. Fundamentos del célculo para
determinar el estado de inercia de un
cuerpo.

Si se considera la superficie cuadrica de inercia
obtenida en el punto anterior y se expresa mediante
ecuacion: f(x,y,z2) =0

Dondef es una funcién real definida sobre los puntos
P de la cuadrica, entonces:

f(%,y,2)=hXPH Y2 +H 25215 XY-2l 3 XZ-2ly Yz (7)

En los puntos?, de interseccion de los ejes de simetria
con la superficie, se cumple que el vector de [Esic
definido entre los puntd® y P, a saber:

o u]
OP=r
Es colineal con el vector normal a la superficieegén
puntoP. Esta relacién da lugar a la igualdad:

u] ] ] u] ] ]
Of =kr Como r = xi+yj+zk

y ademas:

o o o o
Of= @f/dx)i +@f/dy) j+@f/dz) k

Entonces al sustituir en la proporcion y descomptane
ecuacion vectorial coordenada a coordenada, senabti
el sistema de ecuaciones siguiente:

(Ix—K2x=kyy-Ixzz =0
lyx X+ (ly . K2)y —1yzz=0 (8)
Alaxx—lzyy+ (I-kfi2)z = 0

Si se divide cada ecuacion fdrdy se sustituyen las
expresiones correspondientes por los respectivesnos
directores del vector de posicion, entonces seobdtel
sistema:

(Ix=K2Mx = lxyAy =IxzAz = 0

lyxAx+(ly - KI2)Ay = IyzAz = 0 %)

AloxAx = lzy Ay + (Iz-KI2)Az = 0

Al tener en cuenta que todos los célculos anterisoa
para los punto® del elipsoide de inercia, los cuales son
distintos del origen de coordenadas, entonces itead

que para los sistemg8] y [9] se requieren soluciones
no triviales. Esto significa que los respectivos

determinantes se consideren iguales a cero, pamto
se tiene que:

Ix — k/2 —ty

- I)(Z

'lyx |\( - k/2 — IYZ =0 (10)
_IZX _iY IZ_ k/2

Al desarrollar este determinante se obtiene una
ecuacion cubica de con solucioneg&y, k, y ks. Si cada
uno de estos valores se sustituye en el sistema (9)
entonces da lugar a tres sistemas de ecuaciones que
permiten determinar tres ternas de cosenos dies;ttos
cuales indican las respectivas direcciones de jbss de
simetria del elipsoide de inercia. La necesidadramtde
asumir que el determinante sea igual a cero cenduc
una situacion de dependencia lineal en las ecuesidel
sistema (9D en los vectores columnas del determinante
(10). Ello trae como consecuencia que para obtener los
valores de los cosenos directodgs, Ayi , A (parai
igual a 1, 2 y 3) se deben seleccionar dos ecuegidal
sistema y completarlas con la ecuacion:

M)+ (A P+ (Az )= 1 1)

De modo tal que se forman nuevos sistemas de
ecuaciones linealmente independientes que permiten
calcular los correspondientes cosenos directores y
encontrar con ello la solucién del problema.

El problema de determinar los cosenos directores
admite otra via de solucion mediante la cual no se
requiere utilizar la ecuacion (11). Para ello esesario
aplicar el concepto de tensor con la representacion
matricial mediante sus componentes ortogonales, el
célculo operacional y algebra vectorial. Al asutaies
presupuestos y aceptar el resultado tedrico de la
representacion grafica de un tensor simétrico méelia
un elipsoide, se encuentra una relacién directa elon
elipsoide de inercia del cuerpo y los sistemas de
ecuaciones que se requieren resolver para encdosrar
ejes principales de inercia del cuerpo.

Esta situacion nos permite formalizar la expresion
matricial que define elensor de inerciadel cuerpo en
términos de sus componentes ortogonales y que se
concreta en el modelo siguiente:

 -lxy Iz
D = x N -z (12)
Ix vy Iz

El nombretensor de inerciaes afin a las componentes
ortogonales que lo definen, estd en analogia a
denominaciones que se realizan en otras aplicacidele
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algebra tensorial a la mecénica y puede definisroc
un operador lineal El proceso de elaboracién conceptual
acerca del célculo tensorial que permite llegar a
expresiones del tipo (12) se inicia con el concejgo
producto diadico de dos vectorasy b pertenecientes a
dos sistemas de vectordsy B de un cierto espacio
vectorialE.

La notacidn utilizada para este producto es delanod
siguiente:

Iialljb y no se formula regla pata edlculo.

A partir de este concepto se introduce el concdpto
tensor de segundo rango en coordenadas cartesiatias
en términos de suma de productos diadicos y que se
representa mediante la expresion:

oo N oo
T = % abi
1=

Si se considera la base canénica y las combinaciones
lineales de los vectores § b entonces el tensor T
adquiere la siguiente forma:

oo 3 3 oo
T =2 2 g @g
i=1 =1
Donde los valoresg; se denominancomponentes

ortogonales del tensory permiten representarlo en
notacion matricial segin (12Asociado a este concepto
de tensor se define una operacién “0” del modo
siguiente:

Tox=334 a(é, )

i-1j-1

A partir de este resultado se concreta la concepmgd
T como operador y permite la construccion de la
representacion gréfica de un tensor simétrico meslia
expresion:

u] o o u]
r.(Tor)=k

Este es un modelo matematico que cumple la misma
funcién que el trabajo desarrollado para consthosr
elipsoides de inercia y de tension. En este casbtiene
un elipsoide como representacion grafica del tensor

Si se estudia la estructura del determinante €hOgl
sentido de las caracteristicas de los vectoresmrws, se
compara con la expresion del tensor de inercia 159
aplican los conceptos de valor y vector propioadobria
espectral, entonces se deduce la ecuacién castcieri
del célculo operacional que permite determinar los
momentos principales de inercia y los ejes pridepde
inercia del tensor de inercia.

En efecto, de la ecuacion operacional:

oo _ o oo o
D x=ki21 x
Donde intervienen el operador tensor de inercia, el
operador identidad, los valores propios k/2 y lesteres
propios X, se obtiene la ecuacion homogénea

oo oo u] u]
[D - ki2 1 ]x =0 (13)
y desde aqui la ecuacion caracteristica
oo oo
D- k/2 | =0 ()4

Esta se corresponde con la ecuacién ,(H@&rmite
calcular los valores propios del operador tensandeia
y obtener los subespacios propios asociados.

Estos elementos coinciden con los momentos
principales de inercia del cuerpo y los fundamentos
teéricos de ocasién para determinar las direcciones
principales de inercia del cuerpo.

En el caso general, la ecuacién (lagmite raices
reales 0 complejas y la multiplicidad de las raiczdes
puede ser menor o igual que tres. Al suponer que la

ecuacion (14) tiene raices reales desiguge&, Y K3 0
valores propios de multiplicidad uno, entonces la
sustitucién de cada uno de estos valores encd&juce

a un sistema homogéneo cuya solucién constituye el
subespacio vectorial propio asociado al corresporeli
valor propio. Para llegar a tales subespacios basta
reconocer que cada una de las sustituciones réatizia
lugar a sistemas en los cuales solo existe unabtari
independiente, lo cual determina la dimensién ugeo d
cada subespacio propio y con ello la formacionrdge
subespacios.

Como los vectores correspondientes a subespacios
diferentes son linealmente independientes, entopaes
obtener lasdirecciones principales de inerciadel
cuerpo solo basta escoger un vector de cada suli@spa
propio y con ellos definir las direcciones prindgsa

En el sentido de los célculos los resultados amesi
se concretan del modo siguiente:

Al sustituir cada valor propiok; en (13)se obtiene el
sistema homogéneo:

0

(k—k)x -z z

—kyy

hx x+ (lv=k)y —lyzz 0 (15)

AAzx X—bkyy+ (z—k)z =0

La solucidon de este sistema se puede represegian se
el conjunto siguiente:

(xy,2) 0 02 IX=9(Ki,Ix,lv,Ixv,Ixz,lvz)y

Sk = z=h(i, Iv,IzIxv,Ixz,Ivz) ¥
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El cual indica los subespacios vectoriales propios
generados por los valores propigcon i igualal; 2y
3. En cada uno de estos subespacios se selecaiona u
vector y se obtiene el sistema de vectores quealéds
direcciones principales de inercia del cuerpo. Camo
puede apreciar la existencia de una sola variable
independiente, en correspondencia con la multgsiti
del valor propio, determina la dimensién uno del
subespacio propio y tiene como significado geadwgtr
gue S(k;) origina un eje de simetria o de inercia del
cuerpo. Similar analisis se puede realizar paracésDs
en los cuales una de las raiagstiene multiplicidad
mayor que uno. En estas situaciones se obtienen
subespacios propios de dimensién mayor que uno, se
generan planos y rectas y los ejes de inercia decde
con igual procedimiento que el caso anterior.

Finalmente se demuestra que los valores propios del
tensor constituyen los momentos principales deciaéy
Iy y I Para ello se realiza el siguiente algoritmo:

e Se sustituye en el sistema (9) el valor k/2 por los
respectivos valores/R.

e Identificar Ax, Ay Y Az por Axi,AviY Az .

e Multiplicar convenientemente las ecuaciones del
sistema (9) porAxi, Avi Y Az Y sumar los
resultados.

Con este algoritmo se obtiene el resultado sigeient

L (i )2 +Hy (i) +12 (Az)* ~2hydiAy)i -2l A (Ao
2l A 2D = K2 [0a)” + Q) + () = Ki2

Si se compara este resultado con (1), entoncesaqued
probado quek;/2 asume el valor déy. en dependencia
que OL sea el correspondiente eje que se determina a
partir de la direccién principal asociada. Conviene
entender que cuandoL es un eje principal del tensor,
entonces el valor propio correspondiente coincite e
momento de inercia del cuerpo respecto a eselgjaak
queda expresado en términos de la base que geera |
ejes principales.

4. Conclusiones.

« Los célculos de ingenieria en la actualidad inaluye
entre sus tendencias la aplicacibn de técnicas
numéricas, métodos de aproximacion y medios
automatizados de calculo de alta resolucién que
responden a una necesidad real del desarrollo de la
ciencia y la tecnologia.

El caso desarrollado en este trabajo responde al
interés de los autores por contribuir a formalighar
caracter general detélculo tensorial en lo que
concierne a sus aplicaciones a la mecanica. El
resultado obtenido acerca de la relacién entre los
valores principales del tensor de inercia y el
momento de inercia, con respecto al eje OL
constituye un aporte en la relaciéalculo tensorial

— estatica

Los estudios desarrollados se concretan tras conoce
las aplicaciones a la resistencia de materiales, la
mecénica de los fluidos y la teoria de la defordraci
plastica; desarrollar un sistema conceptual para el
célculo tensorial y encontrar las Ultimas
elaboraciones de los autores [4].

La contribucién consiste en mostrar que el calculo
de los momentos y ejes principales de inercia de un
cuerpo se puede desarrollar mediante el calculo
tensorial.

Las ideas que se exponen permitieron lograr la
introduccién del término tensor de inercia de un
cuerpo, nunca antes utilizado en la ingenieriaa par
describir el tensor que se construye a partir de lo
momentos principales de inercia y de los momentos
producto de inercia masa del cuerpo.

Resulta también de interés didactico para la
ensefianza en la ingenieria haber encontrado una
aplicacién del &lgebra vectorial, lo cual enriquiece
posibilidades de aplicacién de la matemética a la
mecénica. Este hecho se concreta mediante la
aplicacion de los subespacios propios asociados al
espectro en lugar de la ecuacion auxiliar:

M)+ (Wi Y+ (Aa ) = L
Bibliografia.

Jenes A., E. Rodriguez y otros. Introduccion al
Calculo Tensorial. Ediciones ISPJAE.1990.
Kolmogorov, A.N. y S.V.Fomin. Elementos de la
teoria de funciones y del analisis funcional. Moscl
Editorial Mir 1975.

Serrano Raul. Céalculo tensorial para ingenieros.
Universidad de Puebla. México. 1994.

Beer F.P. y E.R. Johnston. Vector Mechanics for
Engineers. Statics"&Edition. EUA . 1996.

Feodosiev V.I. Resistencia de materiales. Editorial.
Mir. Moscu. 1980.



62 L. O’connor Montero, N. Pérez Pérez.

The calculation of main axes and inertia momentum.
Abstract.

The tensors calculation and the spectral theoryapmied to modelling the inertia state (main aaeas momentum of
inertia) of a body. This makes possible to enrigttis engineering calculations and to generalissdgal models beyond
the materials resistance, fluids mechanic and thstip deformation theory. Well interpretated, timedel can lead to
important changes in algebra teaching for mechheiggineers.

Key words: Tension member, tension calculation, inéia main axes , principals inertia momentum, inerfa
tension member.



