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Resumen

El trabajo muestra el analisis realizado para la obtencion de un conjunto de formulas que permiten evaluar, de forma
analitica y suficientemente exacta, el calculo de la eficiencia de las transmisiones por engranajes cilindricos a evolvente, asi
como conocer cuales son los parametros geométricos y cinematicos que influyen en dicha eficiencia. Una parte de las

formulas obtenidas conforman un modelo matematico para la evaluacion de la eficiencia.

Palabras Claves: Engranajes, Eficiencia.

1. Introducciéon

La practica ha demostrado que las transmisiones
por engranajes cilindricos con perfil de evolvente son
muy eficientes. Sin embargo a pesar del desarrollo que
estas transmisiones han alcanzado, poco se ha publicado
sobre la forma de evaluar analiticamente la eficiencia
de las mismas. Entre los trabajos publicados,
relacionados con el tema, se destacan: los de Baranov
[1], Castillo [2] y Kudriatsev [3], los cuales brindan
expresiones que permiten evaluar aproximadamente la
eficiencia de los engranajes cilindricos. Segun los
autores mencionados, la eficiencia en estas
transmisiones puede calcularse:

Segun Baranov
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Segun Kudriatsev
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Las férmulas anteriores son aplicables a engranajes
cilindricos en general. Sin embargo sélo la formula (1)
considera los engranajes con dientes helicoidales, a
través del coeficiente de recubrimiento frontal.

Lo cierto es que (2) y (3) son aproximaciones de la
formula (1).

Dichas formulas se han  obtenido despreciando
términos y/o realizando aproximaciones para obtener
expresiones de trabajo sencillas.

Por tanto el uso de las mismas no permite evaluar la
influencia de los diferentes parametros geométricos
presentes en el engranaje. Por ejemplo, analizando la
formula (3) se tiene la impresion de que la eficiencia
solo depende de los pardmetros U, Z; y Z,.

Se desconoce de otros trabajos que permitan evaluar
de manera mas exacta, a lo brindado por las férmulas
anteriores, la influencia en la eficiencia de los
parametros geométricos y cinematicos. El presente
trabajo  pretende brindar un procedimiento
suficientemente exacto para el calculo de la eficiencia
en los engranajes cilindricos, que permita ademas
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analizar la influencia, en la misma, de los parametros
sefalados.

2. Relaciones generales en el célculo
de la eficiencia

En las transmisiones por engranajes cilindricos, al
igual que en todos los mecanismos, también se produce
cierta disipacion de la potencia entregada a estos. Lo
anterior esta motivado por diversas causas, tales como:

e El deslizamiento relativo y la fuerza de
rozamiento existente entre los dientes, durante el
contacto entre estos a lo largo de la linea de
engranaje.

e El batimiento del lubricante, en el caso de
lubricacion por inmersion.

¢ El rozamiento en los apoyos de los arboles.

En este trabajo solo se analiza lo concerniente a la
eficiencia en el engranaje, asociada a las pérdidas
originadas solo por la interaccion entre los dientes y el
efecto del coeficiente de friccion.

La eficiencia en los engranajes I, al igual que en
otros mecanismos, depende del coeficiente de
pérdidas U, ya que la suma de ambos es:

n+y=1 4
Consideremos una transmision por engranaje,
formada por un pifidén motriz (1) y la rueda conducida

(2), en el cual N; es la potencia que llega al pifion, N,
la que entrega la rueda y Nf la disipada en el dentado.

Esto permite que el coeficiente de pérdidas sea
formulado de la forma siguiente:

p=De Mo, 5)
Nl Nl

sustituyendo (5) en (4) se obtiene:

n= N (6)
Nl

Analizando (5) se puede plantear que
N; =N, +N;, luego
sustituyendo en (6) se tiene:

. ()
N, + N, 1+& 1+k
2
donde K:&
N2

Luego el calculo de la eficiencia en un engranaje se
reduce a calcular el término K , que se denominara

relacion pérdida-eficiencia, ya que se puede demostrar
usando (5) y (6) que:

K=V_ W _1-n

n 1-¢ n

3. Potencia disipada a lo largo de la
linea de engranaje

Consideremos la transmision de la Fig.1a, formada
por el pifion (1) que transmite un momento torsor

Mt; con una velocidad angular

Fig.1 a) Fuerzas en el engranaje, b) Velocidad de

deslizamiento (W, y la rueda (2) que transmite un momento

torsor Mt2 con velocidad angular (s .

Durante el proceso de engranaje se produce rodadura
y deslizamiento entre los dientes. Las pérdidas por
rodadura son insignificantes, por lo que la potencia
disipada entre los dientes es considerada como una
funcion de la velocidad de deslizamiento y de la fuerza
de rozamiento que actia tangente a las superficies de los
dientes en contacto, o sea, perpendicular a la linea de
engranaje A A,.

Para un andlisis mas general, el trabajo se ha
desarrollado basandose en los engranajes cilindricos
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helicoidales, considerando estos como engranajes
compuestos por multiples engranajes rectos iguales,
desplazados entre si angularmente. Esto permite
considerar la transmision como un sistema de
mecanismos en paralelo, iguales, y plantear que la
eficiencia de uno de dichos mecanismos es igual a la del
sistema, es decir, igual a la del engranaje real. Luego
para determinar la eficiencia de los engranajes
cilindricos en general, con arboles fijos, basta con
obtener esta para los parametros del engranaje en su
plano transversal.

Durante el proceso de engranaje de una pareja de
dientes, a lo largo de la linea practica de engranaje a,a,,
el pifion 1 ejerce una fuerza sobre la rueda 2 de
magnitud F12~ Esta fuerza en combinacion con el

coeficiente de rozamiento|[l, produce la fuerza de

friccion U |:|F12 que actua tangente al perfil del diente y
en sentido opuesto a la  velocidad de
deslizamiento Vd21. Esto produce una disipacion de

potencia que es igual a — [l [H:lz B/dzr Para realizar

este analisis también puede emplease el pindn. En tal
caso la potencia disipada se expresa

como— M [F,, [WVd,,. Esta potencia disipada es

instantanea ya que la velocidad de deslizamiento varia
en funcién de la posicion del punto de contacto entre los
dientes P. Para evaluar la potencia disipada en el
intervalo aj;a, de la linea de engranaje se requiere

calcular el trabajo de la fuerza de friccion W; y el

tiempo que demora el punto de contacto P en trasladarse
desde a; hasta a,.

3.1 Analisis de la velocidad deslizamiento.

Haciendo uso de la Fig. 1a, con su sistema de
referencia y de las ecuaciones del movimiento plano
general, se tiene:

Vo1 = Vi + Vi

VP2 = Vw + VPZW

Abhora la velocidad de deslizamiento \7d21 viene dada
por:

V21 = Ve = Vs

=0k X XT —0kxXi = (@, —o K*xXI

= (0, —0y) X]

En forma escalar:

X es la coordenada del punto de contacto P, referida

al polo del engranaje W . A su derecha tiene signo (+) y
a la izquierda es (-).

Como la velocidad Vd21es relativa, entonces
Vdy; =-Vdy,

Estas velocidades varian con la coordenada X,
alcanzando valores maximos en ambos extremos del
segmento a1ay, de la linea de engranaje. Luego, segin
la ecuacion 8 en el polo W del engranaje,
Vd,, =Vd;, =0, es decir que en este punto la
velocidad de deslizamiento se invierte. En la Fig. 1b se

muestra como  varia Vd21. El sentido de
Vd21depende del sentido de rotacién del pifion, es

decir de ;. Por tanto, si se invierte (3; cambiaran los

flancos en contacto de los dientes y también cambiara la
orientacion de la linea de engranaje.

Haciendo uso de las relaciones cinematicas y
geométricas del engranaje, que se muestran a
continuacion,

_20v, | o, = 2

dwl dw2
_m,lz,[cosa,
"1 cospltosa,,
_m, [z, [cosq,
"2 " cosBtosa,,

la ecuacion 8 puede ser escrita de la forma siguiente:
vd,, = 2LV, [eosP E:osawt[l_'_lja( )
m,, L¢osa, z, 2z,

3.2 Analisis del trabajo de las fuerzas de friccion.

El trabajo elemental dWf desarrollado por la fuerza

de friccion, durante un tiempo elemental dt se expresa
mediante:

dwf = —u [F,, DVd,, it

dx . i,
donde dt =—————— lo que permite escribir
VvV, [tosa,,
V,, [tosa

Planteando la condicién de equilibrio para la rueda 2,
mediante ZMOZ =0 se tiene:
Fip (o =M, +Fyp Tlry, Bana, -x]=0
De 1la geometria del engranaje se conoce:
(= dy, _m, [z,
2 2[tosp

expresion anterior y despejando,

COsd,. Sustituyendo en la



82 Eficiencia de los engranajes cilindricos con arboles fijos. Parte 1: Factores de Influencia y Procedimientos de Célculo.

_ 2[M,, [cosP
I:12 -

m, [z, [¢osQ, [1+ U Dlanawt] -2[ux [tosB

Obsérvese que F;, varia con la coordenada X . En el
intervalo J,, en que X es (-), F12 disminuye, y en el
intervalo {,; aumenta, ya que X es (+). Esto se

acentfia si [ crece por cualquier razon.
Sustituyendo (9) y (11) en (10) y haciendo:

M, =
a)z
a=2[0ulmn, [tosB[eosa, (12)

b =-m? %, Gosa’.(1+udana,,) (13)

C=4H11Etos2[3d\l—2 10 (14)
W \Z; 2;

se obtiene:
de =C Bﬂ (15)
alx+b

Integrando, el trabajo de las fuerzas de friccion se
expresa mediante:

0 g,
x [alx B Il x [&lx
0

W, =ctl |
4 alx+b alx+b

Como Vd21tiene signo contrario a |J.DF12 y se
invierte cuando P pasa por W, la funcién Wf tiene

signos contrarios a la funcion Vd21. A esto se debe el
signo (-) delante de la segunda integral, con lo cual se
logra que el trabajo, en los segmentos J,,y J,1, de la
linea de engranaje, sea (+).

Desarrollando se tiene:

b [ a al’
a2|n|:1_b(ga2 _gal)_|:b:| a2 |@al:|

W; =c
+ ga2 _gal
a
Haciendo:
kl — Oa2 ;gal (16)
b
ko= 17)

2
a
ks = {b} Oa1 [0 (18)

a
K, :B(gaz —0a1) (19)

podemos plantear que el trabajo realizado por las
fuerzas de friccion a lo largo de la linea de engranaje,
esta dado por:

W, =c§k, Onfl-k, =k, ]| +k,} (20)
La potencia disipada Nf no es la misma para
diferentes intervalos de tiempo a lo largo de la linea de

engranaje, debido a que Fp,yVd, estan variando

constantemente. Luego dicha potencia representa un
valor promedio, o sea que:

N, = Wi _ W, _ W; [do, [d,, [dosa,,,
t 9a 219,
Vv, [tosa,,
_ W; [y, Iin,, [z, [¢oS O, @
2[g, [tosf
donde:
btlecosa
Oq T0a1t0a2 = &4 mbt =&y dnnTSBt
Sustituyendo la formula (23) en (22) se tiene que:
W (z
W o)
2%, O

Sustituyendo (14) y (20) en (23) y desarrollando, la
potencia disipada se expresa mediante:

_ 2utos’ BN
[t

N 2 (u+ 1)k, I1-ky —k, | +ky}

a

4. Relacion pérdida - eficiencia (k)

Dividiendo en la expresion anterior porNZ, se
obtiene:

2 u[tos®
K= EJ.SD_[B(U +1){ k2 |:[h[:l'_ k3 - k4] + kl}
(24)
Los términos, kl,kz ,k3y k4 de las formulas (16),
(17), (18) y (19) se obtienen valiéndose de la Fig. la y

de las expresiones (12) y (13). De la geometria de
engranajes se tiene que:

_ m,[z
b= - COS{,
2[tos B

luego usando la Figura la:
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m. [z

0a1 = 5 [hogp COS (18N8 ~ tANC) - 25)
m,[z

Uap = 1 —2-cosq,(tana,, —tana,,) (26)

- 2[¢osp

Sustituyendo en ( 25) , ( 26) y (12 ) en (16) se
obtiene:

_ Z,(tana,, —tana,,) - z,(tana,, —tana,,)

k
! Aulcos’ B
@27
Sustituyendo (12) y (13 ) en (17) se obtiene:
, __Z,(1+pltana,,) 28)

(2 U [EosP)?
Sustituyendo (12), (13), (25 ) y (26 ) en (18) se
obtiene:

= W {tarog, —tano ) (aro, —taro,,)
> u (L+parn,,)’

y sustituyendo (13 ), (14 ), (26 ) y (27 ) en (20) se
obtiene:

(29)

z,(tana,, —tana,,) }
o= B -z,(tana,, —tana ) G0)
t oz, 1+ p an a,,

Ademas, de la geometria de engranajes:

z,(tana_, —tana
Sor :1|: 1( al Wt) :| (31)
21| + z,(tana,, —tana,,)

o =cos* cosd, (32)

agp

1+M Eﬂhg X, -Ay)
le
Ay =x,; +x, ~y (33)

y=zl(u+1) cosdy _4 34)
2[¢os | cos,y,
+
Oy = Arclnv{lnv o, +2 ERAE] Eiancx} (35)
z,+2,
a1 tana
a, =tan ( ] (36)
cosf

5. Conclusiones

La eficiencia en los engranajes cilindricos no depende
de su médulo.

La eficiencia N es funcién de los parametros: M, [3,

u)Zla X1, X2, hgy a .
La dependencia que tiene I del coeficiente |l es

mucho mas compleja que lo expresado mediante las
formulas (1), (2) y (3).

Los resultados alcanzados en (7), (24), (27), (28),
(29), (30) y formulas conocidas de la geometria como
(31), (32), (33), (34), (35) y (36) conforman un modelo
matematico que permite calcular de forma bastante
precisa la eficiencia en los engranajes cilindricos.
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Efficiency of cylindrical gears with fixed shafts.
influence and procedures of calculation

Abstract:

Part 1: Factors of

The present paper deals with the analysis carried out to stablish formulations that allow, in an analytical and accurate way,
the evaluation of the efficiency of cylindrical involute gears and therefore, the geometrical and cinematical parameters that

influence in such efficiency.

Key Words: Gears, Efficiency.



