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Resumen

Una de las herramientas matematicas mas utilizadas en ingenieria en el estudio de los denominados sistemas de control de
datos muestreados es la transformada Z. La transformada Z como método operacional puede ser utilizada en la resolucion
de ecuaciones en diferencias finitas; las cuales formulan la dinamica de los sistemas de control de datos muestreados. Esta
transformada juega un papel similar que el de la transformada de Laplace en el andlisis de los sistemas de control de tiempo

continuo.

El presente trabajo tiene como objetivo la confeccion de un programa para computadora digital, utilizando el asistente
matematico DERIVE, para la determinacion de la transformada Z inversa de una funcion algebraica racional, las cuales
modelan matematicamente los sistemas de control de datos muestreados lineales que aparecen con mucha frecuencia en el

estudio de los procesos de ingenieria.
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1. Desarrollo

La transformada Z de una funcién de variable discreta
flk;, k=0,1,2,--- es definida por la serie de
potencias de una variable compleja, que como es
conocido converge para ‘Z‘ >R, es decir, la region

exterior a un circulo con centro en el origen y radio R en

el plano complejo z. Como se puede apreciar, la
transformada Z puede considerarse matematicamente

como un operador % : f - F que transforma
funciones definidas en el dominio de la variable discreta

k en funciones definidas en el dominio de la variable
compleja z.

F(z)= Zf(k)z_k =f(0)+f(1)z_1 +f(2)z_2 +...+f(k)z_k $...

k=0

Se debe destacar que, al aplicar transformada Z para
resolver un problema presentado en un sistema fisico de
datos muestreados; ésta conduce desde el campo de las
funciones objeto al campo de las imagenes, donde se
realizan las operaciones correspondientes para resolver
el problema dado, pero, posteriormente se hace
necesario retornar al campo de las funciones objeto para
dar la respuesta definitiva al problema. Este ultimo paso
presenta sus dificultades inherentes y reviste un gran
interés tanto desde el punto de vista tedrico como

practico. Es por eso que el presente trabajo tiene como
objetivo la confeccion de un programa para
computadora digital utilizando el asistente matematico
DERIVE, para el calculo de la transformada Z inversa

cuando F(z)es una funcion racional algebraica, que

son las que modelan matematicamente los sistemas de
control de datos muestreados ampliamente utilizados en
el control digital de procesos tecnologicos, de
accionamiento eléctrico y de telecomunicaciones.
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El retorno desde el campo de las imagenes al campo
de las funciones objeto se realiza mediante la aplicacion
de la transformada Z inversa dada por:

tk)=2"Fz)];k=0,1,2,-

Existen diversos métodos para el calculo de Ia
transformada Z inversa de una funcion; en este trabajo
se centra la atencion al método computacional.

El método computacional es empleado en la practica
cuando se desea encontrar, de una forma eficiente y
rapida con el auxilio de una computadora digital, un
nimero finito de términos de la transformada Z inversa
de una funcién F y puede ser utilizado cuando F(z) es
una funcion racional algebraica en la cual el grado del
numerador es menor o igual que el grado del
denominador. La esencia del método radica en convertir
la funcién F(z) dada en una ecuacion en diferencias
finitas  lineal con coeficientes constantes y

posteriormente resolver la ecuacion obtenida mediante
la confeccion de un programa de computacion digital.

La desventaja inherente del método computacional
estd en el hecho de mediante la aplicacion del mismo no
se obtiene una expresion general, en forma compacta,
para la transformada Z inversa.

Obsérvese la esencia del método.

Si se tiene que:

-1
bz +byz" T+

m m-1
z +alz +.--+tam

.+bn

F(z) = (1)

Donde n y m son nimeros naturales tales que n < m.
Entonces la funcion F(z) puede ser escrita en la forma:

n—1

boz" +b 2"+ by

F(z) = Uiz @
M +alzm_l +---+am

Donde U(z)=1, pero, se debe tener presente que para
que U(z) sea igual a uno debe suceder que:

U@ = Yumz K =u) +u@yz !+ +uk)z ™ +--

k=0

Siendo u(0)=1 y u(k)=0 si k=1,2 ,3, ...
Puede demostrarse que la expresion (2) se puede

convertir en una ecuacion en diferencias finitas lineal de
orden m con coeficientes constantes de la forma:

f(k +m)+af(k +m—1)+arf(k +m—2)+--- +anf(k) = bou(k +n) +bju(k +n —1)

Que se debe resolver sujeta a m condiciones
consecutivas) f(0), f(1), . . ., f(m-1).

Las m condiciones consecutivas f(0), f(1), . . ., f(m-1)
deben ser obtenidas a partir de la ecuacion (3)
evaluando en orden sucesivamente en la misma para

k=-m, —-m+1,---, k=-2k=-1;

Y asi se obtendrian en orden f(0), f(1), . . ., f(m-1). Es
importante destacar que se debe tener en cuenta que, en
todo el proceso de evaluacion, los valores de las
funciones f'y u son iguales a cero para valores negativos
de sus argumentos.

+...+bnu(k) 3)

Se ilustra por simplicidad y a manera de ejemplo, el
procedimiento descrito anteriormente para el caso en

quen =m = 2; en tal caso

boz” +byz+b,
F(z)=— U(z) o)
z +alz+a2

Donde: U(z)=1
. 1 si k=0
u) =57 U@)]= 0 si k=1 %2,

La expresion (4) se convierte en la ecuaciéon en
diferencias finitas:

f(k +2) +a;f(k +1) +a,f(k) = bou(k +2) + bju(k +1) + bou(k) (5)

Donde, evaluando sucesivamente para valores de
k =-2yk =-1 se obtiene que:

f(()) = bo y f(l) = bl _albo‘

Aplicando transformada Z a ambos miembros de la
ecuacion (5) y en virtud del teorema de linealidad y el
de traslacion real a la izquierda para la transformada Z,
se tiene que:
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72F (z) - 22£(0) - z£ (1) + ay[2F (z) - zf(0)] + a, F (2) = bo[22U (z) - z2u(0) - zu(1)]

+b,[2U(2) - zu(1)] + byU(2)

Sustituyendo los valores de f(0) y f(1) en la ecuacion
anterior y simplificando se tiene que:

22 F(2) + ajzF (z) + arF (z) = byz>U(z) + bjzU(z) + b,U(2)

y asi despejando F(z) se tiene finalmente que:

boz” +byz+b;

F(z) = U(z).

z-tajz+a)

La expresion anterior coincide con la dada por (4);
que es lo que se quiere mostrar.

Como se puede apreciar, el problema de Ia
determinacion de la transformada Z inversa de una F(z)
dada por la expresion (1) se reduce al problema de
Cauchy de resolver la ecuacion en diferencias finitas (3)
sujeta a las m condiciones consecutivas especificadas.

La ecuacion (3) se puede resolver mediante un
programa para computadora digital utilizando
cualquiera de los lenguajes de programacion conocidos
de uso frecuente al resolver problemas cientificos; por
ejemplo, FORTRAN, BASIC, PASCAL, C, Borlan
Delphi, etc.

En este trabajo, para elaborar el algoritmo de
determinacion de la transformada Z inversa, no se
utilizara un lenguaje de programacion especifico, sino,
un lenguaje auxiliar de los denominados de
pseudocodigo. Estos lenguajes de pseudocodigo son
muy comodos de usar y en ellos se obvian los estrictos
detalles inherentes a cualquier lenguaje de
programacion y en ello radica las ventajas de su
utilizacion.

Recordar que el problema a resolver es la
determinacion de un numero finito de términos de la
transformada Z inversa de la funcion racional algebraica

boz" +b,z" T+ +b
_bo 1 n
F(z) = -~
ZM+a,z" +otapy
Conn <m.
Llamese:

J: Cantidad de valores def(k) = g_l[F(Z)] que se
desean obtener.

n: Grado del polinomio del numerador de F{(z).
m: Grado del polinomio del denominador de F(z).

b;;1=0,1,2,---, n:Valores de los coeficientes
del polinomio del numerador de F(z) comenzando por el
término de grado n.

a;;1=1,2,---, m:Valores de los coeficientes del
polinomio del denominador de F(z) comenzando por el
término de gradom — 1.

Y asi utilizando un lenguaje de pseudocddigo se
tendria el siguiente algoritmo general:

Lectura de valores iniciales: J, n,
m,bj;1=0,1,2,---,n;a;;1=1,2,---, m.

FOR k=-m TO -1

fkx =0
END
IF k =0 THEN

END
FORk=0TOJ-1

n m
fik = D bjuk—m+n—i ~ 2_aifk—i (6)
i=0 i=1
END
Mostrar fJc

Utilizando el asistente matematico DERIVE, teniendo
en cuenta el algoritmo del pseudocodigo adoptado
anteriormente y las especificidades de la programacion
en DERIVE, se confecciond un programa que se
denomind TZINV cuyas instrucciones son las
siguientes:
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n
1) F(a,b,m,n,k) := IF(k < 0,0, > ELEMENT(b,i +1)IF (<i+n-m+k =0, 1, 0)

1=0

m
~ > ELEMENT(a, i)F(a, b, m, n, k ~i))

=1

2) TZINV(a, b, m, n, j) := VECTOR([k, F(a, b, m, n, k)], k, 0, j—1)

Donde a y b son dados en forma de vector, es decir,
az[alaaza"'aam]ybz[boabla '9bn]7m
y n son los grados del polinomio del denominador y del
numerador de F(z), respectivamente.

Ejemplo 1:

Utilizar el asistente matematico DERIVE para
determinar los 15 primeros valores de:

| z+2
t) =3 {(z +1)(z —2)}'

Solucion:
En este caso:
z+2
F(z)=———
z“=-z-2

De donde se puede observar que:
Entonces se debe plantear la siguiente instrucciéon en
el software DERIVE:

TZINV([-1, - 21,1, 2], 2,1, 15)

Los resultados de los calculos se encuentran
reflejados en la tabla 1.

n=3,m=3,b0 =1,b1 =2,b2

Entonces se debe plantear la siguiente instruccion en
el software DERIVE:

TZINV([-1, -8, 12],[1, 2, 1, 1], 3, 3, 10)
Los resultados de los calculos con DERIVE se
encuentran reflejados en la tabla 2.

Tabla 2 Resultados dados por DERIVE para el ejemplo 2.
k 0 1 2
f(k) 1 3 12 25 85

141 | 521 | 629 | 3105 | 1885

Tabla 1 Resultados dados por DERIVE para el ejemplo 1.
k 0 1 2 3|4 5 6 7
f(k) 0 1 3 5111 |21 43 |85

8 9 10 11 12 13 14
171 | 341 | 683 | 1365 |2731 | 5461 | 10923

Ejemplo 2:
Utilizar el asistente matematico DERIVE para
determinar los 10 primeros valores de:

23 + 222

23 —22 -8z +12 .

+z+1

f(ky=3"

Solucion:
En este caso se tiene que

23 +2z7

23—22—8z+12

De donde se puede observar que:

2+Z+1

F(z)=.

=—-8ya, =12,

2. Conclusiones

Como se puede apreciar, mediante el programa
presentado en este trabajo para un ordenador digital
utilizando el software DERIVE, puede ser calculada la
transformada Z inversa de cualquier funcion racional
algebraica de una forma relativamente sencilla y rapida,
sobre todo, cuando se deseen determinar pocos términos
de la misma, como en ocasiones es requerido en la
practica. El programa desarrollado puede ser util para
ingenieros y profesionales que se dediquen al control de
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procesos tecnologicos mediante el procesamiento digital
de sefiales.
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Algorithm for the calculation of the transformed in

mathematical assistant DERIVE.

Abstract

verse Z using the

One of the mathematical tools more used in engineering in the study of the denominated systems of data control samples is
the transformed Z. The transformed Z like as an operational method can be used in the resolution of equations in finite
differences; which formulate the dynamics of the systems of data control samples. This transformed plays a similar paper
that the Laplace transformed in the analysis of the systems of control in continuous time.

The present work has as objective the confection of a program for digital computer, using the mathematical assistant
DERIVES, for the determination of the Z inverse transformed of a rational algebraic function, which model mathematically
the systems of lineal data control samples that appear very frecuently in the study of the engineering processes

Key words: algorithm, Z inverse transformed, Derives, Digital computer program, Rational algebraic

function, mathematical model.



