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Resumen 

La determinación del estado técnico de los sistemas estructurales representa un factor importante en la correcta explotación 
de los mismos. Existen diversos métodos, en su mayoría visuales, pero que requieren el acceso directo a zonas del sistema y 
pueden ser poco prácticos cuando los volúmenes de la estructura son grandes [9]. El análisis modal puede ser también 
empleado, pero también tiene algunas limitaciones. Se ha propuesto a la transformada wavelet como una herramienta de 
grandes posibilidades en la detección de grietas en estado incipiente. El problema debe ser estudiado tanto práctica como 
teóricamente, y en el segundo aspecto la correcta representación de la grieta es de importancia fundamental. En este trabajo 
se representa una grieta cerrada transversal en una viga de Euler-Bernoulli, según la propuesta de Bovsunovsky [1], con 
modelos continuos y por elementos finitos. Se aplica la transformada wavelet al desplazamiento en los modos de vibración. 

Palabras claves: detección de grietas, wavelet, análisis modal. 

 

1. Introducción. 
En los últimos 30 años se ha dedicado especial 

atención al control y determinación del estado técnico 
de sistemas estructurales [9], tales como puentes, torres, 
partes del fuselaje de aviones, plataformas off-shore, 
oleoductos y gasoductos, etc. Son conocidos varios 
métodos (NDT) de amplia aplicación, pero que 
requieren como norma el conocimiento a priori del 
lugar del defecto, el acceso directo a la zona en que se 
encuentra y además, para grandes volúmenes, requieren 
de gran tiempo de ejecución. 

Lo anterior despierta el interés por encontrar métodos 
globales y a la vez que permitan la determinación local 
de defectos en sistemas estructurales. El empleo de las 
vibraciones sin duda es muy atractivo, dado por el 
hecho de que defectos en un estado incipiente afectan la 
rigidez  y amortiguamiento del sistema, pero no influyen 
de forma notable sobre su masa, lo que presupone que 
varíe la frecuencia natural, por lo que el análisis modal 
fue una de las primeras herramientas usadas. Sin 
embargo los resultados no han sido los mejores en todos 
los casos por un conjunto de factores que van desde 
poca sensibilidad, influencias ambientales hasta 
dificultades prácticas en las mediciones.  

El empleo de la transformada wavelet abre un camino 
muy prometedor y se reporta buen número de trabajos 
alrededor de la misma y vinculados a la determinación 
de defectos en estructuras, tanto teóricos a partir de 
modelos (continuos y por MEF), como experimentales. 

En los modelos más empleados se trabaja con grietas 
abiertas (saw cut) que son una representación muy 
burda de la realidad, pero conservan el carácter continuo 
del sistema, para ello generalmente se sustituye la grieta 
por un resorte de torsión. Las grietas de fatiga o cerradas 
(breathing crack) introducen discontinuidades y 
dificultades adicionales, pero se acercan más a la 
realidad. La correcta simulación de las grietas es por lo 
tanto un aspecto primordial.  

Son interesantes en este aspecto los trabajos de Sinha-
Frisweell [3] (ver figura 1), que emplea una zona 
triangular a ambos lados de la grieta con rigidez 
disminuida en modelo por MEF, los de Tian et al , (ver 
figura 2) [4]con un resorte de rigidez propuesta 
anteriormente por Rizos-Aspragathos [6]y un modelo 
continuo de una viga aplicando la transformada wavelet, 
Palacz-Krawzuck, [5] que usan un resorte similar en un 
modelo continuo y el MAC y COMAC como métodos 
de análisis, Dado-Shpli [2] usan también el resorte en un 
modelo por elementos finitos y el análisis modal. Se 
encuentran en la literatura gran número de trabajos 
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semejantes con diferentes técnicas de análisis de los 
resultados y condiciones de contorno, dirigidos en lo 
fundamental a vigas, algunos pocos a pórticos o 
estructuras más complejas. 

 

 
Figura  1. Modelo de Sinha. 

 

 
 

Figura  2. Modelo de Tian y otros. 
 

El caso de una grieta cerrada ha sido menos abordado 
en la literatura. Chondros-Dimarogonas-Yao [7] 
emplean un modelo continuo bi-lineal para reflejar el 
cierre y apertura de la grieta y el análisis modal. 
Bovsunovsky-Matveev [1] (ver figura 3), emplean una 
zona de inercia reducida a ambos lados de la grieta,  un 
modelo continuo y el análisis modal. 

 

 
Figura  3. Modelo de Bovsunovsky. 

 
Esta representación permite reflejar el 

comportamiento del sistema como sistema continuo y a 
juicio de este autor es hasta el momento uno de los más 
adecuados. 

 

Modelo dinámico de una viga con una grieta 
cerrada. 

Se trabajó con los modelos de una viga en cantilever 
con una grieta cerrada transversal, tomando como 
ejemplo la discutida en [1]. 

Para simular la grieta, Bovsunovsky se basa en la 
igualdad bajo ciertas condiciones, de la energía de la 
deformación en la zona con la grieta y una zona 2 
semejante con inercia reducida. La extensión de dicha 
zona se obtiene por: 
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Donde: 
γ = a/h, 
 
La inercia de la sección en esa zona será: 
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En su trabajo Bovsunovsky emplea un tensoelemento 

para las mediciones y se basa entre otros parámetros, en 
la disminución de la frecuencia natural para detectar la 
presencia de la grieta. Se emplea un modelo continuo y 
una solución bi-lineal. 

Para modelar el comportamiento dinámico de la viga 
se presentan dos opciones: un modelo continuo, según 
una viga de Euler-Bernoulli; y otro modelo en 2D por 
elementos finitos. 

 
Modelo continuo. 
Se tiene una viga en cantilever con tres tramos: 

 

 
Figura  4. Modelo de la viga con grieta cerrada. 

 
La grieta se simula por la zona 2, los tramos 1 y 3 son 

semejantes. Se tiene entonces una viga de características 
de sección transversal variable. Para la determinación se 
las frecuencias naturales y los modos de vibración se 
emplea el método de la matriz de transferencia [8].  

Las dimensiones de la viga son: 
l1= 0.055 m  l2=0.010m 
l3=0.265m  a=0.005m  
b=h=0.025m E=2.1e11 Pa. 
 
La grieta se encuentra a una distancia Lc/L = 0,18. 

1 2 3 
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Se define la matriz R, que permite obtener los 
parámetros a la derecha de un segmento en función de 
sus valores a la izquierda; y la matriz J, que permite 
obtener los valores de los parámetros a la derecha de 
una unión entre segmentos en función de los valores a la 
izquierda. De esta forma para resolver completamente la 
viga se tendrá que: 
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Donde xsn es: 
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y X es la función de forma del modo de vibración 

correspondiente; Rn se define por: 
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Aquí ρ es la densidad, S el área de la sección, EI la 
rigidez del tramo considerado y ω la frecuencia natural 
en r/s. Los coeficientes de la matriz se obtienen por: 
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La matriz J se define por: 
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Luego de efectuar los productos matriciales se llega al 
resultado siguiente: 
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Para las condiciones de contorno del modelo a la 

izquierda se tiene que X=X´=0, entonces: 
 

1441433

1341333

1241233

1141133

llr

llr

llr

llr

XpXpX
XpXpX
XpXpX
XpXpX

′′′+′′=′′′
′′′+′′=′′
′′′+′′=′
′′′+′′=

         (9) 

 
Y para las condiciones a la derecha se tiene que 

X´´=X´´´=0, por lo que la ecuación de frecuencias se 
reduce a; 
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Se conoce que aunque esta ecuación se puede resolver 

analíticamente, lo más directo es su solución numérica. 
Se van dando valores a ω hasta que la ecuación se haga 
nula, en este caso 181,43 Hz. 

Gráficamente se obtiene el siguiente comportamiento, 
se muestra la primera frecuencia natural (figura 5). 
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Figura  5. Solución de la ecuación de frecuencias de la 
 viga con grieta de γ=0,2 

 
Con este valor se obtiene el modo de vibración de la 

viga X´ (ver figura 6a). Es de esperar que haya una falta 
de continuidad entre los tramos 1-2 y 2-3, pero como se 
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observa no es visible. Si se analiza X´ (se recuerda que 
X´=dX/dx) si se hace perceptible, pero en la práctica 
solo se puede medir X (t,x) (ver figura 6 b). 
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Figura 6. 1er. Modo, función de forma X y su  
primera derivada. 

 
Se construyó un modelo continuo para la misma viga 

sin la presencia de la grieta. La primera frecuencia 
natural resulta ser 187,16 Hz, el primer modo es 
semejante en su forma al de la viga con grieta.  

La diferencia entre las frecuencias naturales resulta en 
una disminución del 96,9% y diferencia del 3,04%. En 
el trabajo de Bovsunovsky se obtuvo experimentalmente 
92,4 y 4,8% respectivamente y en su modelo también 
96,9% de disminución. Como se observa, los resultados 
son semejantes, aunque lo más significativo es que el 
porciento de diferencia entre las frecuencias naturales es 
muy bajo y cae dentro del rango del error de una 
medición experimental, tal como otros autores han 
planteado. Esto dificulta el empleo de la frecuencia 
natural como indicador de la presencia o no de una 
grieta en un sistema.  

2.  Modelo por elementos finitos. 

Se modela la viga empleando elementos lineales de 
dos nodos, con dos traslaciones y una rotación en cada 
nodo, de longitud 1 mm, o sea, un total de 329 
elementos. Para la representación de la grieta se varía la 

inercia de los elementos que caen en la zona 2. La 
frecuencia natural da 185,9 Hz, contra 191,9 en el 
mismo modelo con elementos finitos sin grieta. 

Los resultados finales para ambos modelos se 
muestran en la tabla siguiente: 
 

Modos flexión 1er. modo 

Frec. Natural, Hz; 
sin grieta; EF 

(Continuo) 

 
191.9 (187,1) 

Frec. Natural, Hz; 
con grieta 1, γ=0.2;  
(% disminución, % 

dif.) 

EF 
185.9 

 (96,8%, 2.6 %) 

Frec. Natural, Hz; 
con grieta 1, γ=0.2;  
(% disminución, % 

dif.) 

Continuo 
181,4  

(96,9%, 3.04%)) 

 
En el modelo por EF se comprueba que también 

resulta pequeña la diferencia entre las frecuencias 
naturales. 

 
Análisis de los resultados con la Transformada 

wavelet. 
Se define la transformada wavelet de una función f(t) 

como: 
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Donde ψk,a es la función mother wavelet; b es la 

traslación o dilación y a la escala. La transformada 
wavelet tiene la propiedad de poder extraer 
discontinuidades o singularidades locales de una señal 
en el tiempo o espacio. 

La transformada wavelet puede ser discreta o 
contínua. Si se toma: 
 

j

j
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2
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          (12) 

 
Se tiene un conjunto diádico de las coordenadas (a, 

b), definido como muestreo diádico porque los valores 
consecutivos difieren en potencias de 2. Usando escalas 
diádicas se obtiene la transformada discreta. 

La resolución se define como el inverso de la escala a, 
donde: 
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 j se define como nivel. Al disminuir la escala 

aumenta la resolución y se pueden detectar componentes 
más pequeños. Esta transformada discreta es más 
compacta y tiene sus ventajas en cuanto a rapidez y 
tamaño de los ficheros de cálculo. 

La transformada continua emplea una variación 
continua de ambos parámetros y requiere mas gasto en 
memoria y tamaño de los conjuntos correspondientes, 
buscando que los datos sean redundantes (over 
sampling). 

Para los objetivos planteados se prefiere la 
transformada continua por su mayor resolución, ya que 
interesa detectar pequeñas singularidades en una señal. 
Existen diferentes funciones mother wavelet que 
pudieran ser empleadas. A los efectos de la selección se 
deben tener en cuenta varios factores, entre estos: 
regularidad, soporte y número de momentos de 
desvanecimiento. En particular este último es decisivo 
para detectar singularidades.  

Para obtener información sobre la existencia de una 
singularidad en una función se emplea el llamado 
exponente de Holder o Lipschitz. Si una señal f(t) es 
localmente diferenciable en t=0, tiene un exponente de 
Lipschitz de valor 1. Si es no diferenciable en la 
vecindad de t=0, como la función paso, tiene Lipschitz 
0. La función delta de Dirac tiene Lipschitz de -1, ni ella 
ni su primitiva son diferenciables en t=0. se observa 
entonces una relación entre el carácter de la señal y sus 
primitivas o derivadas y el Lipschitz de la señal, tomar 
la derivada de la función disminuye su regularidad en 1 
e integrarla lo incrementa en 1. 

Las singularidades en el desplazamiento del modo de 
vibración son lugares en que la señal es discontinua. De 
la figura 6 se observa claramente la discontinuidad en 
X´, para detectarla analizando X se necesita entonces 
buscar los puntos de X(x) donde el Lipschitz sea 0.  

Si se define que una función f(t) puede ser 
aproximada localmente por un polinomio en la forma  
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Entonces: 

α
00 )()( ttCttPtf n −≤−−        (15) 

 
Un alto valor de α indica una alta regularidad. Para 

detectar las singularidades se necesita una 
transformación de f(t) que ignore la parte del polinomio 
Pn. Una mother wavelet con n momentos de 
desvanecimiento es capaz de ignorar en la 
transformación a polinomios de grado n-1. 
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O sea, la transformada del polinomio es nula y solo 

queda la relación entre la transformada de la función y 
el error entre el polinomio y la función, que esta 
relacionado con la regularidad de la función. 

Para detectar entonces una discontinuidad pequeña en 
la señal desplazamiento del modo de vibración se 
tomará una mother wavelet que tenga al menos dos 
momentos de desvanecimiento. 

Se procesaron los desplazamientos transversales de 
ambos tipos de modelos con y sin grieta en MATLAB y 
se probaron varias wavelet, del análisis se concluyó que 
la función mexican hat brinda resultados muy claros, tal 
como se muestra en las figuras 7 y 8. En las figuras se 
tiene el valor de los coeficientes de la transformada en 
función de la dilación b (posición en la viga) y la escala 
a. para las funciones desplazamiento, para el primer 
modo sin grieta solo se observan máximos en los 
extremos de la viga, donde de hecho hay 
discontinuidades por ser zonas de contorno. 

 

 
 

 
 

Fig.  7, Máximos de los coeficientes, modo 1, sin grieta, 
modelo continuo y por elementos finitos. 

 
Cuando se analiza el mismo modo de vibración en 

ambos modelos considerando la grieta de γ=0.2, se debe 
obtener una singularidad en la zona de la grieta, entre 
las coordenadas 55 y 65 a partir de la izquierda.  
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Figura  8. Máximos de los coeficientes, modo 1, con grieta 
γ=0.2, modelo continuo y por elementos finitos  

 
Se observan claramente la línea de máximos en la 

zona arriba señalada, como indicación de la presencia de 
una discontinuidad en la señal. Si la grieta es mas 
profunda, γ=0.4, el comportamiento de ambos modelos 
es el siguiente: 
 

 
 

 
 

Figura  9. Máximos de los coeficientes, modo 1, con grieta 
γ=0.4, modelo continuo y por elementos finitos.  

 
Aquí el modelo contínuo no refleja correctamente el 

problema sino para escalas mayores. El modelo por 
elementos finitos no tiene dificultades. 

3.  Conclusiones. 

Se puede detectar la presencia de una grieta cerrada 
aplicando la transformada wavelet a los 
desplazamientos del modo de vibración. El problema se 
puede estudiar a partir de modelos por elementos finitos, 
usando el criterio de Bovsunovsky, sin perder el carácter 
lineal. Es preciso continuar profundizando para 
cuantificar otros parámetros importantes como 
extensión de la grieta. Para ello resulta prometedor el 
valor del exponente de Lipschitz, que puede obtenerse a 
partir de los cooeficentes. 
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Losing crack detection in beams using wavelet transform. 

Abstract: 

The determination of the state o a structure represents an important factor in the use of structural systems. This is known as 
structural health monitoring (SHM). Several methods, the most of them visuals, are employed. These require a direct access 
to the possible damaged zone an can be very time consuming and costly, a reason by which the researchers in this field are 
focused in others method, like modal analysis. The wavelet transform is also a very powerful toll in crack detection in early 
stages. This problem should be studied in a practical and theoretical way. In this paper a transverse closed crack is 
represented in an Euler-Bernoulli beam, as Bovsunovsky. Continuous and finite element models are used, and the wavelet 
transform is applied to the eigenmodes. 

 Key words: crack detection, wavelet, modal analysis. 
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